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Kapitel 1

Motivation

Bereits seit den Anfingen der Quantenmechanik gab es Bestrebungen, diejenigen quantenmechani-
schen Zustinde zu finden, die dem klassischen Bild des jeweiligen Systems moglichst nahe kommen.
Dadurch versucht man, eine Anschauung fiir die zunéchst abstrakt mathematische ,,Wellenfunk-
tion“ zu gewinnen, die nach den Postulaten der Quantenmechanik unsere Realitdt beschreibt. In
seinem Aufsatz ,Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik“ betrachtete Erwin
Schrodinger im Jahr 1926 zunéchst die quantenmechanischen Eigenschwingungen (heute Anzahl-
zustédnde genannt) eines Punktteilchens im harmonischen Oszillator und schrieb dann [1]:

Ich méchte hier [...] den Ubergang zur makroskopischen Mechanik in concreto de-
monstrieren, indem ich zeige, daf} eine Gruppe von Eigenschwingungen mit hoher Ord-
nungszahl n (,Quantenzahl“) und relativ kleinen Ordnungszahldifferenzen (,,Quan-
tenzahldifferenzen®) einen ,Massenpunkt“ darzustellen vermag, welcher die nach der
gewohnlichen Mechanik zu erwartende ,,Bewegung* ausfiihrt, d.h. mit der Frequenz 1
oszilliert.

Es gibt also eine gewisse Klasse von Wellenfunktionen, die sich wie ein Punktteilchen der klassi-
schen Mechanik durch nichts weiter als ihren Ort ¢ und ihren Impuls p charakterisieren lassen.
Die komplizierte Dynamik der Schrédingergleichung reduziert sich auf die Beschreibung von Tra-
jektorien im von ¢ und p aufgespannten Raum, und diese Trajektorien sehen genauso aus wie die
der analogen klassischen Teilchen im Phasenraum. Diese Klasse von Wellenfunktionen nennen wir
heute die ,kanonischen kohédrenten Zustiande“ des harmonischen Oszillators. Auch fir sehr viele
andere Systeme existieren solche Zustdnde, die dem klassischen Bild moglichst nahe kommen: 1963
gab Askold Perelomov fiir Systeme, deren Dynamik durch eine beliebige Lie-Gruppe beschrieben
wird, eine Konstruktionsvorschrift fir solche Zustdnde an, sie werden , generalisierte kohérente
Zusténde* genannt [2].

Im Abschnitt 2.1 dieser Arbeit werden grundlegende Definitionen des harmonischen Oszillators
wiederholt und darauf aufbauend dann in Abschnitt 2.2 die kohadrenten Zustdnde des harmonischen
Ostzillators konstruiert. Zudem werden einige ihrer mathematischen Eigenschaften angegeben und
bewiesen.

In der Realitdt konnen Quantensysteme aber nie unabhéngig von ihrer Umgebung betrachtet wer-
den, da es praktisch unméglich ist, derart kleine Systeme perfekt zu isolieren. Dieser Umstand
wird durch das Konzept eines offenen Quantensystems beschrieben: Wie bei gewthnlichen offe-
nen Systemen in der klassischen statistischen Physik betrachten wir ein kleines System, das mit
seiner Umgebung interagiert, und mochten eine Beschreibung fiir die resultierende Dynamik des
kleinen Systems finden, in die von der Umgebung nur intensive makroskopische Groéflen wie Tem-
peratur oder Druck eingehen. Es geniigt dann aber nicht mehr, das kleine System durch einen
einzelnen quantenmechanischen Zustand zu beschreiben, vielmehr muss fir ihn eine klassische
Mischung aus quantenmechanischen Zustanden angenommen werden, die durch eine Dichtema-
trix beschrieben wird. Im Prinzip wére es nun moéglich, generalisierte koharente Zustdnde in dem
Raum der Dichtematrizen (sogenannte ,Liouville Coherent States“) einzufiihren, und so auf eine
quasiklassische Beschreibung zu kommen [3]. In dieser Arbeit soll aber ein anderer Ansatz verfolgt
werden: Aufgrund der Resultate von Glauber [4], Sudarshan [5] und Klauder [6] ist es mittels
der koharenten Zustdnde im urspriinglichen Zustandsraum moglich, die Dichtematrix durch eine



(Pseudo-)Wahrscheinlichkeitsverteilung im von ¢ und p aufgespannten Raum darzustellen. Diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzt eine Zeitevolutionsgleichung vom Fokker-Planck-Typ [7]; aus
der Beschreibung von klassischen diffusiven Prozessen sind Gleichungen von diesem Typ wohlbe-
kannt (siche zum Beispiel [8]).

In Abschnitt 2.3 wird diese Darstellung der Dichtematrix erklart, Abschnitt 2.4 gibt zudem
einige Beispiele fiir solche Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Mit der Zeitentwicklung beschéftigt
sich dagegen Kapitel 3, die Zeitevolutionsgleichung selbst wird in Abschnitt 3.1 hergeleitet. Am
Ende des Kapitels iiber die Dynamik sollen zudem noch einige Plots der Zeitentwicklungen der
eben genannten Beispiele ein anschauliches Gefiihl fiir die Gleichung vermitteln (Abschnitt 3.4).

Der Vorteil dieser Beschreibung mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, dass sie einen ex-
zellenten Ausgangspunkt fiir quasiklassische thermodynamische Rechnungen bietet. Eine héu-
fig untersuchte Grofle ist beispielsweise die Informationsentropie dieser Wahrscheinlichkeitsver-
teilung [9-11]. Nach Alfred Wehrl, der sie 1978 als Erster untersucht hat [12], nennt man sie
Wehrl-Entropie. Die kohérenten Zusténde helfen uns also nicht nur dabei, eine bessere Anschau-
ung der Quantenmechanik zu erhalten, sondern erméglichen uns auch génzlich neue Definitionen
und damit Betrachtungsweisen.

Trotz der haufigen Verwendung der Wehrl-Entropie ist dem Autor dieses Textes aber keine frii-
here Arbeit bekannt, die die thermodynamische Konsistenz dieser Entropiedefinition untersucht.
Das heifit der Frage nachgeht, ob bei der oben schon betrachteten Dynamik die Anderung der Ge-
samtentropie, welche sich aus der Wehrl-Entropie und der Entropie der Umgebung zusammensetzt,
niemals negativ ist. Diese Untersuchung wird deshalb hier in Kapitel 4 grindlich durchgefiihrt.

Die schon erwidhnte Beschreibung der Dynamik von kohdrenten Zustdnden mit kohérenten
Trajektorien im von ¢ und p aufgespannten Raum erlaubt es uns zudem, ein weiteres Werkzeug
zur Untersuchung des Systems zu verwenden: Die stochastische Thermodynamik versucht, ther-
modynamische Gréfien wie Arbeit, Warme oder Entropie nicht nur fiir ein gesamtes Ensemble von
Teilchen, sondern bereits fiir einzelne Trajektorien zu definieren [13]. 2005 wurde gezeigt, dass man
mit diesem Zugang eine Konstruktionsvorschrift fiir sogenannte R-Groéflen angeben kann, die nach
Definition ein integrales Fluktuationstheorem erfiillen [14]. Im Beispiel von klassischen Teilchen,
die eine Brownsche Bewegung ausfiihren, sind diese integralen Fluktuationstheoreme eine Verein-
heitlichung und Prézisierung vieler bekannter Relationen wie der Jarzynski-Relation [15] oder des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik.

In Kapitel 5 wird das Konzept der stochastischen Thermodynamik noch einmal genauer erklart
und untersucht, ob es moglich ist, dieses Konzept auf das vorliegende offene Quantensystem zu
verallgemeinern und ein integrales Fluktuationstheorem zu finden.

Die erwahnte Verallgemeinerung des Konzepts der kohdrenten Zustdnde wird dann in Kapitel
6 noch kurz vorgestellt, damit zukiinftige Arbeiten daran ankniipfen und andere Systeme als den
harmonischen Oszillator untersuchen kénnen.



Kapitel 2

Koharente Zustande des
harmonischen Oszillators

Wir werden uns hier grofiteils auf die Betrachtung eines harmonischen Oszillators beschréinken,
dessen kohérente Zustdnde bereits von Schrodinger untersucht wurden. Die Konstruktion von
generalisierten kohdrenten Zustinden werden wir erst in Kapitel 6 kurz ansprechen. Die Eigenfre-
quenz dieses harmonischen Oszillators bezeichnen wir wie tiblich mit w und seine Masse sei m. In
diesem Abschnitt werden wir ihn zunéichst unabhéngig von der Umgebung, dem Warmebad mit
Temperatur T, betrachten — letzteres kommt erst in Abschnitt 3 dazu.

Der harmonische Oszillator zeichnet sich aber nicht nur durch die Einfachheit seiner kohéaren-
ten Zusténde aus, er ist auch ein sehr gutes Modell fiir eine Vielzahl von Systemen, die in der
Realitdt vorkommen. Insbesondere auf dem Gebiet der Quantenoptik findet das Modell haufig
Anwendung: Wird das elektromagnetische Feld quantisiert, so kann jede Mode des Felds durch
einen harmonischen Oszillator beschrieben werden. Unter dem hier beschriebenen System kénnen
wir uns also eine einzelne Lichtmode vorstellen, beispielsweise in einem Laser. In der Realitét
werden die Spiegel des Lasers nicht perfekt sein, weshalb die Dynamik, die wir spater in Kapitel
3 einfiithren werden, einen dissipativen Anteil besitzen wird.

2.1 Grundlegende Definitionen

Um den harmonischen Oszillator zu beschreiben, betrachten wir in der Ortsdarstellung den Hilber-
traum ‘H = L?(R) mit dem Skalarprodukt (-] -). Seien § der Ortsoperator, d.h. (§y)(z) = z - (x),
und p = —ihd, der Impulsoperator. Diese sind auf dem Schwartzraum S wesentlich selbstadjun-
giert [16, Kap. 8.1] und erfiillen die kanonische Vertauschungsrelation [§, p] = ih. Der Hamilton-
operator des harmonischen Oszillators ist

ik mw? .9

H:=— . 2.1
o T (2.1)

Nach [16, Thm. 8.5] ist auch dieser wesentlich selbstadjungiert auf S.!
Leiteroperatoren und Anzahlzustinde. Zur Herleitung der folgenden grundlegenden Rela-

tionen siehe [16, Kap. 8.3] oder [17, Kap. 12].
Durch die Einfithrung von Leiteroperatoren

o= /e~ 5 baw  al= - L (2.2)
2h V2mwh 2h 2mwh

mit der Vertauschungsrelation [a, a'] = 1 erhilt der Hamiltonoperator die Form

thw(aTa—&-;) . (2.3)

1 Im zitierten Theorem wird die wesentliche Selbstadjungiertheit auf dem Definitionsbereich span{z" cee?/2 |

n € N} gezeigt. Da H aber auch auf der grofieren Menge S symmetrisch ist, 14sst sich der Beweis dort analog fiihren.



2.2. KOHARENTE ZUSTANDE

Als Definitionsgebiete von a und af verwenden wir wiederum den Schwartz-Raum S. af ist dann
die Einschrankung des adjungierten Operators zu a auf S (und umgekehrt).

Weiterhin gibt es eine Eigenbasis des Hamiltonoperators aus Anzahlzustédnden |n) € S (n € N)
mit afa|n) = n|n), das heift H |n) = hw (n+ 1) |n). Eine Anwendung der Leiteroperatoren
erniedrigt bzw. erhoht n,

aln) =+/njn—1) bzw. a'ln)=vn+1ln+1), (2.4)

deshalb werden die Operatoren a und a' auch Auf- bzw. Aufsteigeoperator genannt. Die Anzahl-
zusténde |n) kann man durch

my = @
Vn!

aus dem Vakuum |0) erzeugen, das in Ortsdarstellung die Wellenfunktion

0) (2.5)

mw\ /4 e 2
) e

polw) i=(z] 0) = (Z7) e B (2.6)

besitzt.

2.2 Koharente Zustande

Zu den folgenden grundlegenden Eigenschaften der kohérenten Zustéinde siehe auch [18, Kap.
1], [19, Kap. 4.3] oder [20, Seite 45 ff.].

2.2.1 Definition
Wir betrachten fiir eine beliebige komplexe Zahl

+i (me - > (2.7)
a=:« iy =: — .
1 2 o q rhmwp

(der Grund fiir diese Schreibweise wird in Gleichung (2.12) deutlich) den Verschiebungsoperator

+

D(a) 1= e~ 0 = ¢l (Pi=ap)/h (2.8)

Der Operator ist zunédchst nur durch die Exponentialreihe auf S definiert. Dort kénnen wir ihn
aber mit der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel eX+Y = eXeY el¥:X1/2 welche gilt falls [Y, X] mit
X und Y kommutiert [21, Thm. 13.9], umschreiben zu

D(Oé) _ e—|a‘2/2eaa1‘e_a*a bzw. D(Oé) _ e—%e%iﬂfe—iqﬁ . (29)

Den letzten Ausdruck kénnen wir nun iiber das Funktionalkalkiil aus dem Spektralsatz als unitdren
Operator auf H verstehen.

Die kanonischen kohérenten Zustéinde des harmonischen Oszillators sind definiert als die Vek-
toren

aat—a*a
la) = D(a)[0) = e 0) . (2.10)
die durch Anwendung des Verschiebungsoperators auf das Vakuum entstehen.
Da der Operator D(«) unitér ist, sind die kohérenten Zustéande |«) wieder normiert. Auerdem
ist |a) € S da die Ortsdarstellung

ipg i

(x| @) = (z| D(a) |0) = / §(6 — z)e™ H eFPEpy (€ — q)dE = e~ ehPTpy(z — q)

ist, wobei fiir D(a) der Ausdruck (2.9) verwendet wurde und die Tatsache, dass e~ %% ein Trans-
lationsoperator ist. Mit g aus Gleichung (2.6) sieht man sofort, dass der Ausdruck als Funktion
von z Element der Schwartzraums ist.



KAPITEL 2. KOHARENTE ZUSTANDE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

Alternative Charakterisierungen

Verwenden wir in der Definition (2.10) den ersten Ausdruck aus (2.9) und dass a|0) = 0 (d.h.
exp(—a*a)|0) = |0)), erhalten wir eine Darstellung von |a) in der Basis der Anzahlzusténde:

o) = e~ lo*/2gaa" g (2.11a)
/2 N~ @ 0y — o-lal?/2 5 11b
e ;n!(a)H Zo\ﬁ\n (2.11b)

Eine weitere dquivalente Definition der kohérenten Zusténde ist, dass sie die Eigenzustdnde
des Absteigeoperators a sind. Unter Verwendung von Gleichung (2.4) ist namlich

ala) = e lel’/2. \n—1>=a\a> , (2.12)

andererseits ist jeder Eigenzustand des Absteigeoperators ein solcher kohérenter Zustand. Denn

wenn [¢p) 1= Y7 ¥, |n) ein Eigenzustand zum Eigenwert « ist, dann muss /n - ¢, = o« 91
sein.

2.2.2 Lokalisierung im Phasenraum

Im Folgenden sollen die Erwartungswerte und Varianzen der Operatoren § und p fiir die kohérenten
Zustinde ausgerechnet werden. Da ¢ = \/52—(a + af) und p = i/™2"(al — a) ist, sind die

Erwartungswerte
h h
=1/ — Y ((a + (a]af la)) =1/ %(a +a")=gq und (2.13a)
/m h

. fmwh
((af al|a) — (alalay) =i T(a —a)=0p. (2.13b)
Unter Verwendung von §2
erhalten wir analog

2mw

(a + (a)? + 2aTa + 1) bzw. p? = mT“’h <2aTa —a? — (a)2 + 1)

0) = (§*) — = Tzw und (2.14a)
h
= () - )’ = 5~ - (2.14b)

Man sieht, dass die kohérenten Zustdnde die Unschérferelation Ag - Ap > % minimieren. Das
bedeutet, der Zustand |«) ist im von ¢ und p aufgespannten Raum (den wir im Folgenden aus
Griinden der Einfachheit in Analogie zum klassischen Fall quantenmechanischen Phasenraum oder
einfach Phasenraum nennen werden) maximal lokalisiert. Diese Eigenschaft macht die kohirenten
Zusténde so interessant: Sie sind — wie ja bereits Schrodinger feststellte (siehe Kapitel 1) — dieje-
nigen quantenmechanischen Zusténde, die einem Punktteilchen mit scharf festgelegtem Ort ¢ und
Impuls p am néchsten kommen. Wir wollen dies verwenden, um eine quasiklassische Beschreibung
des Systems zu erhalten.

All dies motiviert die Schreibweise a = (1/’;’—2’q+ \/ﬁp> aus Gleichung (2.7) und wir
definieren
lg,p) == |a) . (2.15)
2.2.3 Stabilitat unter Zeitentwicklung
Die Zeitentwicklung eines Zustands |¢)o) ist bekanntlich [17, Kap. 8.2.1] durch

() = e U0 M j4pg) = Ulto, t) [o) - (2.16)
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S a*e—iml

Abbildung 2.1: Trajektorie im Phasenraum eines kohédrenten Zustands |«) unter der Zeitent-
wicklung aus Gleichung (2.17).

gegeben. Unter dieser Dynamik gehen kohérente Zustdnde nur wieder in andere kohérente Zustéan-
de tiber.

Um dies zu sehen betrachten wir die aus (2.16) folgende Differentialgleichung %(U aUt) =
U [—%H7 a] Ut = iw(UaUT). Unter Beachtung der Anfangsbedingung UaUT’t:t0 = g wird sie
gelost von

UaUt = ae@(tto) |

daraus folgt
alU o) = e @0 goUtU o) = ae @t |a) .

Da oben gezeigt wurde, dass die kohérenten Zusténde genau die Eigenzustdnde des Absteigeope-
rators a sind, ist das dquivalent zu

Ula)y x ’ae_i“(t_t°)> . (2.17)

Damit haben wir nun eine wesentliche Eigenschaft der kohédrenten Zustédnde gezeigt: EIn kohé&-
renter Zustand bleibt unter dieser Zeitentwicklung kohéarent, und kann damit durch eine Trajek-
torie im Phasenraum beschrieben werden: a(t) = a(ty) e #=%) Durch ein Umschreiben in die
Variablen ¢ und p sieht man leicht, dass diese Trajektorie auch noch die klassischen kanonischen
Bewegungsgleichungen des harmonischen Oszillators erfiillt. Um die Bedeutung dieser Aussage zu
unterstreichen, ist in Abbildung 2.1 noch ein Bild dieser Trajektorie gezeigt. Die Trajektorie sieht
exakt so aus wie die eines Teilchens der klassischen Mechanik — es handelt sich aber tatsichlich um
eine nicht genéherte quantenmechanische Dynamik. Dieser Trajektorienbegriff wird es uns spéter
ermoglichen, unser Modell mit Hilfe der stochastischen Thermodynamik zu untersuchen.
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2.2.4 Ubervollstiandigkeit

Unterschiedliche kohérente Zusténde sind nicht orthogonal: Aus der Darstellung (2.11a) sieht man
sofort

(8] o) = e—%(\a|2+\5\2) (0| o8 agaal 0y = e—%(\a|2+\ﬁ|2—25*0¢) (0| o8 ataal o), (2.18)
—_———
1

beziehungsweise in ¢ und p ausgedriickt
7] a,p) = o3 (B (0= + g (005 (@0’ —pd”) (2.19)

Aufgrund dessen kann die Menge der kohdrenten Zusténde keine Orthonormalbasis des Hilber-
traums sein. Sie kann auch schon alleine deshalb keine Basis sein, da sie liberabzahlbar viele
Elemente enthalt, und der Hilbertraum separabel ist.

Es gilt aber dennoch die Vollstindigkeitsrelation?

d’a dgdp
1= [la)(e] =2 = [ la.pila.pl

wegen welcher man von einer tibervollstandigen Menge von Zustédnden spricht (,iibervollstandig®,
da man offenbar Elemente aus der Menge entfernen kann, und immernoch eine vollstdndige Menge
behilt).

Diese Relation soll hier direkt bewiesen werden, indem wir im Integral die Entwicklung (2.11b)
von |a) beziehungsweise (a| in der Basis der Anzahlzustdnde einsetzen. In Kapitel 6 werden wir
aber sehen, dass diese Vollstandigkeitsrelation eine allgemeine Eigenschaft von kohérenten Zustéan-
den ist, die man elegant mit dem Lemma von Schur beweisen kann.

Wenn wir nun also Gleichung (2.11b) einsetzen, und noch Polarkoordinaten o = r !¢ einfiihren,
kénnen wir das Integral zu

(2.20)

d’a 2 a™(a*)™ 1 2 prtm )
Sl a\* ) —— —r ip(n—m)
/ - e 7;1 T |m)(n 71_/d?"re /d<p7;1 — |m)(n|e .

ptm

umformen. Da die Reihe ) Vo konvergiert, kann die ¢-Integration nach dem Satz von

Fubini [22, Thm. 1.21] mit der Reihe vertauscht werden. Das Integral feiso("_m) dy liefert O fiir
n # m und sonst 27, demnach ist der Ausdruck

2n s oo 2n+1
2/dr7ﬂe_rz zﬂ: Tn—' |n)(n| = ZZ |n><n|/0 ! o e dr=1.

n=0

1/2

Hier wurde erneut der Satz von Fubini verwendet, die Vollstandigkeitsrelation (2.20) ist damit
bewiesen.

Diese Vollstandigkeitsrelation erlaubt es uns, jeden Zustand |¢) in eine Linearkombination von ko-
2
hérenten Zustinden [ 9(a, ) o) ©2 zu entwickeln, wobei ¢ (a, a*) = (a| 1) ist.? Diese Funktion

™

ist offenbar L?(R?)-integrierbar mit Norm

2
1My = [ 0] ablal9) 2 =l w) (221)

2 Das operatorwertige Integral auf der rechten Seite von Gleichung (2.20) ist so zu verstehen, dass durch das
Integral ein Operator T definiert wird, dessen Matrixelemente durch (w|T |n) = f (w| &) (a| M) dQTO‘ gegeben sind.
Insbesondere ist |o){c ‘1270‘ kein Spektralmaf, da (a| 8) # 0 auch fiir a # 3.

3Die Schreibweise 1(a, a*) soll andeuten, dass 7 im Allgemeinen keine holomorphe Funktion ist: Betrachtet
man « und o* als unabhéangige Variablen, so hangt 1) moglicherweise explizit von beiden ab.

7



2.3. PHASENRAUMDARSTELLUNGEN DES DICHTEOPERATORS

und gibt uns eine Darstellung des Zustands |¢)) in der komplexen Ebene, also dem von ¢ und p
aufgespannten Phasenraum. Aufgrund der Ubervollbtandlgkelt der kohérenten Zusténde ist diese
Entwicklung aber nicht eindeutig (zum Beispiel ist [« |a) d—o‘ =0 [23, Gl 14]).

Eine weitere niitzliche Eigenschaft der koharenten Zustande ist, dass man mit ihnen genauso
die Spur eines Operators berechnen kann, wie man es auch mit einer Orthonormalbasis machen
wiirde. Betrachten wir einen Operator T' der Spurklasse. Ein solcher Operator ist kompakt, daher
gibt es fiir ihn eine Schmidt-Zerlegung

T= th [0 (X1 (2.22)

wobei die {¢;} und {x;} orthonormale Systeme sind und t; > 0 [24, Kap. 11]. Da T in der
Spurklasse ist, ist zudem Ejoil t; < o0.
Bekanntlich gilt tr T = Z;’;l t; (x;| ¥;), damit kénnen wir nun die Spur berechnen:

tr T = Zt / (x;] @) ( a|@[1])dﬂ_a
- d*a o
= [l [ St bl ) 0 52 = [ falTla) <

Das Vertauschen der Integration mit der Reihe am Anfang der zweiten Zeile ist nach dem Satz
von Fubini erlaubt, da nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [22, Thm. I1.1]

o0

/\t (sl ) (o )] 22 < 3t e 95l

1

ist und die Reihe iiber die ¢; konvergiert.
Zusammenfassend haben wir soeben gezeigt, dass fiir Operatoren T' der Spurklasse die Formel

2
tr T = /(a\T|oz> dﬂ (2.23)

gilt.

Zu Bemerken ist noch Folgendes: Der Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen war das nicht
verschwindende Matrixelement (3| a) aus Gleichung (2.19), wegen dem die kohérenten Zustéande
kein orthonormiertes System bilden.

Im klassischen Limes i — 0 geht das Matrixelement aber fiir o # 3 gegen Null, das heifit,
die kohdrenten Zustdnde werden im klassischen Limes orthogonal. Das ist trotz der Separabilitdt
von H moglich, da die kohérenten Zustédnde dabei zu Deltafunktionen werden, die nicht mehr im
Hilbertraum liegen. Diese Orthogonalitit wird spéater der Grund dafiir sein, dass alle betrachte-
ten Entropiebegriffe im klassischen Limes in die klassische Phasenraumentropie iibergehen (siehe
Abschnitt 4.2). Dass die kohérenten Zustdnde fiir 4 > 0 aber nicht orthogonal sind, wird der
Grund dafiir sein, dass die klassische Phasenraumentropie fiir 4 > 0 nicht mehr thermodynamisch
konsistent ist (siche Abschnitt 4.3).

2.3 Phasenraumdarstellungen des Dichteoperators

In der statistischen Physik geniigt es nicht, nur reine Zustinde |¢)) zu betrachten. Stattdessen
werden Dichtematrizen p betrachtet, die Informationen {iber ein Ensemble von Zusténden tragen.
Ein Operator p : H — H ist eine Dichtematrix, wenn er folgende Eigenschaften besitzt [17, Kap.
8.4.4]:
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e p ist in der Spurklasse mit Spur trp =1 (d.h. p ist auch kompakt und beschrankt).
e p ist positiv definit, d.h. (| p|yp) > 0 fiir alle |¢p) € H (p ist insbesondere selbstadjungiert).

Der Erwartungswert einer Observable O ist in diesem Formalismus
(O) = tr(0Op) . (2.24)
Man sieht nun sofort, dass es moglich ist, die Dichtematrix als

20{ 2
// (0%, 5,89 1a)81 S22 plasat,8,8%) = ol o) (2.25)

™

zu schreiben. Diese Darstellung als Funktion zweier komplexer Variablen ist aber wiederum nicht
eindeutig, genau wie die Darstellung [¢) = [ (o, o) |a) dZTO‘ nicht eindeutig war. Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten, die Dichtematrix durch eine Funktion f(«,a*), die von nur noch einer
(komplexen) Variablen abhéngt, zu beschreiben. Im Folgenden sollen zwei der Wichtigsten davon
vorgestellt werden, auf welche die restliche Arbeit aufbauen wird. Die vorgestellten Definitionen

und Eigenschaften finden sich zum Beispiel auch in [19, Kap. 4.4].

2.3.1 Die Husimi-O9O-Funktion

Das Q-Symbol (auch ,lower symbol“ oder, nach Kodi Husimi [25], Husimi-Funktion) der Dichte-
matrix ist definiert als

[Q(a,a%) := (alplay . (2.26)

Aus der positiven Definitheit der Dichtematrix folgt sofort, dass sie fiir alle a reell und nicht
negativ ist, das Q-Symbol ist aulerdem eine stetige Funktion. Zudem ist nach Gleichung (2.23)

d? d?
et = [talpla) <% —tp=1. (2.27)

damit konnen wir Q als eine Art Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum verstehen.

2.3.2 Die Glauber-P-Funktion

Das Q-Symbol enthélt nur die Diagonalelemente der Dichtematrix beziiglich der kohérenten Zu-
stande. Wére die Menge der kohérenten Zustédnde eine Basis, wiirde das bedeuten, dass das Q-
Symbol nicht alle Informationen iiber die Dichtematrix enthéalt. Dem ist aber nicht so: In Satz A.1
im Anhang wird gezeigt, dass die Freiheit in der Darstellung (2.25) eine Wahl zulésst, bei der der
Integrand diagonal in den kohérenten Zustdnden ist:

p—/Paa |a) 04|—. (2.28)

Gleichzeitig wird gezeigt, dass sich die Funktion P durch Fouriertransformation aus Q berechnen
lasst (siehe Gleichungen (A.1) und (A.2)), und damit dass auch Q noch sdmtliche Informationen
iiber die Dichtematrix enthélt.

Die in (2.28) auftretende Funktion P(a, a*) heifit P-Symbol (auch ,,upper symbol“). Aufgrund
der Arbeit [4] von Roy Glauber wird diese Funktion héufig auch Glauber-Funktion genannt. Glau-
ber erhielt 2005 fiir seine Forschung auf dem Gebiet der Quantenoptik, also insbesondere auch fiir
diese Arbeit, den Nobelpreis. Diese Vergabe ist aber umstritten, da George Sudarshan seine Ar-
beit [5] zu dem selben Thema etwas frither verdffentlichen konnte [23]. Deshalb wird die Funktion
in der Literatur auch Sudarshan-P-Darstellung, Sudarshan-Glauber-P-Darstellung oder dhnlich
genannt.

Korrekterweise ist iiber dieses PP-Symbol zu sagen, dass es im Allgemeinen keine Funktion im
iiblichen Sinn ist. Um alle Dichtematrizen durch ein P-Symbol darstellen zu kénnen, muss der

9



2.3. PHASENRAUMDARSTELLUNGEN DES DICHTEOPERATORS

Funktionsbegriff auf Distributionen ausgeweitet werden. Es lasst sich leicht ein Beispiel finden,
welches zeigt, dass dies notig ist [6, Anhang BJ: Sei |pq) der Grundzustand eines harmonischen
Oszillators mit Frequenz Q # w. Fiir die Dichtematrix pq := |¢q){(¢q| kann man leicht die im
Anhang (Gleichung (A.1)) definierte Funktion fe.i; berechnen®:

N Q-—w o, w—0Q ,

fcrit(57ﬁ )—GXp <_ 2w ﬁl - 20 ﬁ2) .
Das P-Symbol berechnet sich als Fouriertransformation dieser Funktion. Fiir 2 # w wichst sie
aber in eine Richtung exponentiell — ist also im iiblichen Sinn nicht fouriertransformierbar. Dieses
Beispiel zeigt auch, dass selbst der Raum der temperierten Distributionen S’(R?) nicht ausreicht,
um alle Dichtematrizen mit einem P-Symbol darzustellen. Im Anhang A.1 ist aber erldutert,
dass in einem anderen Distributionenraum E’ (definiert im Anhang B.2) tatséchlich immer ein
P-Symbol existiert.

Interpretation
In dem Fall, dass P € L?(R?) ist, ist auch P normiert. Denn dann ist

2 2
1=trp=/<a|p|a /Pw ol B) (g o) T2 LY

~ [Pe.0) [ 6ot gy Lol R S

Das Vertauschen der Integrationsreihenfolge von der ersten zur zweiten Zeile ist fiir P € L?(R?)
nach dem Satz von Fubini méglich — der Integrand ist L!(R?)-integrierbar nach der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung fir die Faktoren P(8, 8*) («| 8) und (5| «). Ist P dagegen eine Distribution,
sind die Ausdriicke in der zweiten Zeile nicht definiert. Es gibt aber dennoch eine Darstellung der
Dichtematrix als Grenzwert von Dichtematrizen py, die L2-P-Symbole Py, besitzen (siche Anhang
A1, Gleichung (A.3)), und unter Verwendung obiger Rechnung gilt

(2.29)

Pk

2 2
kli_)rr()l()/?ﬂﬁ,ﬁ*)% = kli_)nolotr ( Pr(a, ™) |a)(a] dWa) =trp=1. (2.30)

Man konnte aufgrund dessen versucht sein, auch P als Wahrscheinlichkeitsverteilung im Pha-
senraum zu betrachten. Das ist aber deshalb problematisch, da es keinen Grund gibt, weshalb P
nicht negativ sein sollte (in Abschnitt 3.4 sind auch tatséchlich Beispiele zu sehen, in denen das
P-Symbol negativ wird). Dennoch werden wir in Abschnitt 4.6 noch genauer beleuchten, was bei
dem Versuch passiert, P als Wahrscheinlichkeitsverteilung ernst zu nehmen.

Berechnung

Fiir die praktische Anwendung ist noch eine weitere Formel niitzlich, die es erlaubt, das P-Symbol
aus den Matrixelementen der Dichtematrix zu berechnen. Im Gegensatz zum oben beschriebenen
Weg, der das Q-Symbol, also die Matrixelemente (7| p|vy) verwendet, benétigt diese Formel die
Matrixelemente (—v| p|v). Man kommt dafiir aber mit nur einer (inversen) Fouriertransformation
aus.

Die Formel lautet

P(Oé,OL ) = e|0“ ‘ny—1>a <_’Y| P |7> e\"/\ (05701*) ) (231)

wobei die Fouriertransformation F in Anhang B.1 definiert ist. Falls nétig ist sie im distributiven
Sinn zu verstehen. Fiir den Beweis sei verwiesen auf [26].

Diese Formel ist aufgrund des ausgeklammerten el*l” besonders hilfreich, wenn P nur als Dis-
tribution verstanden werden kann.

4In Abschnitt 2.4 folgen detailliertere Beispiele zur Berechnung von Q- und P-Symbolen

10



KAPITEL 2. KOHARENTE ZUSTANDE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

2.3.3 Eigenschaften
Berechnung von Erwartungswerten

Das Q-Symbol erlaubt es, Erwartungswerte von antinormal geordneten Operatoren einfach zu
berechnen: Seien 7, s € N und

Oy :=a" (aT)S ,
ein antinormal geordneter Operator, dann ist [19, Kap. 4.4.1]
d’a

(O1) = tr ((aT)S par> = /of ()’ Q(a, ) — . (2.32)

™

Die Formel ist folgendermaflen zu verstehen: Falls O;p Element der Spurklasse ist, also falls der
Erwartungswert existiert, dann ist das Integral endlich und gleich dem Erwartungswert.
Mit dem P-Symbol kann dagegen der Erwartungswert eines normal geordneten Operators
berechnet werden: Fiir
Oy = (aT)r a’®

(r,s € N) gilt [19, Kap. 4.4.3]

(O3) = tr (asp (aT)T) = /(a*)r o’ Pla, 04*)(1270[ . (2.33)

Es gilt die gleiche Anmerkung wie bei Gleichung (2.32), zusétzlich muss die rechte Seite der
Gleichung (wie bei der Rechnung fiir die Normiertheit von P, Gleichung (2.30)) als Grenzwert

d*a
1- *\7T S *
Jim (o) a® Pr(o, )—7r

verstanden werden, falls P singular ist.

Berechnung von Q aus P

Durch Einsetzen der Gleichung (2.28) in die Definition des Q-Symbols sieht man sofort die wichtige
Formel:

2 2
Qaa’) = [ P65 1(al 9P = [P(,5) et 2 (234
Qq.p) = /P(q/,p/) -e_% [(q—q’) +(52) ] d;];rd: . (2.35)

Man erhélt aus dem P-Symbol also durch eine einfache Faltung mit einem Gauflkern der Breite
%, also durch eine Gléattung, wieder das Q-Symbol.

An dieser Stelle bemerken wir noch, dass man hieran sehen kann, dass das P-Symbol reell
ist (falls P € L%(R?), ansonsten ist nicht definiert, was das bedeuten soll). Die Ursache dafiir
ist, dass die Faltung mit einer Gaufiglocke injektiv ist (was sich mit dem Faltungstheorem der
Fouriertransformation sofort zeigen lasst), und das Q-Symbol ist reell.

Notwendige Bedingungen fiir die Zulassigkeit

Aus der eben gezeigten Faltungseigenschaft konnen wir eine wichtige Einsicht gewinnen: Nicht
jede beliebige normierte Funktion kann ein P-Symbol einer Dichtematrix sein. Eine notwendige
Bedingung dafiir, dass eine Funktion ein zuléssiges P-Symbol ist, ist offenbar, dass bei der Faltung
in Gleichung (2.34) eine Funktion entsteht, die nur Werte im Intervall [0,1] annimmt. Aus den
bisherigen Rechnungen geht aber hervor, dass fiir jede Dichtematrix das P-Symbol auch in diesem
Sinne zuléssig ist — andere P-Symbole gehoren zu Operatoren, die nicht positiv definit sind oder
deren Spur nicht 1 ist.

11
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Das P-Symbol kann also zum Beispiel nicht iiberall negativ sein, sondern nur immer in kleinen
Bereichen, durch eine Glattung erhélt man dann die nirgends negative Q-Funktion. Das kann man
anschaulich so verstehen, dass das P-Symbol gewisse Quantenfluktuationen noch explizit enthélt.
Wenn man aber eine sinnvolle Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum erhalten mochte, darf
man nicht ,genauer hinschauen®, als es die Unschéarferelation erlaubt.

Andererseits sind nicht alle Funktionen, die Werte nur im Intervall [0, 1] annehmen, zuléssig fir
@, sondern nur solche, die die Unschéarferelation respektieren: Das Q-Symbol darf beispielsweise
keine zu engen Peaks enthalten, sonst wére es nicht moglich, diese Funktion durch Glattung aus
dem P-Symbol zu erhalten. Diese notwendige Bedingung fiir die Zulassigkeit einer Funktion fiir
das Q-Symbol werden wir spater mit der Vermutung von Lieb konkretisieren (sieche Abschnitt
4.2.2).

2.3.4 Die Wigner-Funktion

An dieser Stelle sei angemerkt, dass es noch eine weitere hiufig verwendete Phasenraumdarstel-
lung des Dichteoperators gibt, die Wigner-Funktion W (so benannt aufgrund der Arbeit [27] von
Wigner, fiir Details siehe zum Beispiel [19, Kap. 4.4.4]), die in der folgenden Arbeit aber keine
wichtige Rolle spielen wird. Sie ist definiert als

W)= [ la+elola- e or/mag. (2.36)

Die Wigner-Funktion ist eine gemeinsame Pseudowahrscheinlichkeitsverteilung von ¢ und p. Das
heif3t, dass

/ W(a.p)dg=(lplp)  und / W (,p) dp = (| pla) (2.37)

gilt, und dass W aber wie das P-Symbol im Allgemeinen negative Werte annehmen kann.
Die Wigner-Funktion ist durch Faltung mit den P- und Q-Symbolen verbunden, es gilt:

2

Wiaa®) =2 [ P(, ) e et L (2.38)
2

Qaa’) =2 [ W(a,p) e 2ot (2.39)

Daraus folgt durch die Assoziativitit der Faltung auch wieder Gleichung (2.34). Das heifit, um aus
dem P-Symbol die Wigner-Funktion zu erhalten, muss man es mit einem Gaufikern falten, der halb
so breit ist wie der, der bei der Berechnung des Q-Symbols aus P verwendet wird. Die Wigner-
Funktion befindet sich so gesehen ,in der Mitte“ zwischen Q und P. Mit der Wigner-Funktion
kénnen Erwartungswerte von symmetrisch geordneten Operatoren berechnet werden.

2.4 Beispiele

Beispiel 1: Reiner kohdrenter Zustand
Ein reiner koharenter Zustand wird durch eine Dichtematrix
pPr) = |/ ) (/| = |¢', '), P (2.40)

beschrieben, wobei |a/) = |¢/,p’) der entsprechende (feste) kohérente Zustand ist (o’ € C). Das
P-Symbol ist offenbar

Prue) (o, a*) =7 6@ (a — o) bzw. POPwe) (g p)y =2rh-0(g—¢)o(p—p'). (2.41)

Das Q-Symbol ergibt sich entweder direkt aus Gleichung (2.18) bzw. (2.19) oder aus der Faltung
(2.34) bzw. (2.35) zu

2 .7\ 2
’ _LT —-q' + prnf;
Q(purc)(a7 a*) — ei‘aia 2 bzw. Q(pum)(q,p) — e 2R {(q LI) ( ) ] ) (2_42)

12
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Beispiel 2: Klassische Mischung

Fiir eine Dichtematrix, die eine klassische Mischung von Zustdnden beschreibt, beispielsweise

(o/,p" €C) .
P = 3 (o) o] + 188 | (2.43)

werden die P- und Q-Symbole einfach (mit entsprechenden Vorfaktoren) addiert.
Anders ausgedriickt: Die Zuordnungen p — P und p — Q sind linear.

Beispiel 3: Reiner Anzahlzustand

Betrachte nun die Dichtematrix
p™ = |n)(n| . (2.44)

Das Q-Symbol kann man unter Verwendung von (2.11b) sofort ablesen:

2n
oW (a,a*) = el o™ (2.45)

n!

Da |a =0) = |n=0) ist, sieht man an Beispiel 1 schon, dass das P-Symbol eine Distri-

bution sein wird. Deshalb ist es sinnvoll, Gleichung (2.31) zur Berechnung zu verwenden. Da
2n

2 . .
(—lply) e = (=)L st st

clal®

g d?
P(n)(a’a*) _ (_1)n ' /l,y|2nea'y —a*y 4 ,
n:

™

und dieses Integral kann offensichtlich nicht im {iblichen Sinn verstanden werden. Wenn Distribu-
tionen zugelassen sind, kann man aber einfach die Tatsache ausnutzen, dass bei Fouriertransfor-
mation die Multiplikation mit der unabhéngigen Variable zu einer Ableitung wird [28, Gl. 14.11]:

lef? o2 " ok d2 2 92 n
(n) ¥ = & 9 ay'—aty T T o (L) 5@ 9.4
Pesa’) == (aaaa*) /e T ol (aaaa*> 7 a). (246)

Beispiel 4: Thermisches Gleichgewicht

Wir betrachten nun den harmonischen Oszillator zum ersten Mal in Kontakt mit einem Wérmebad
der Temperatur 7. Mit g := ﬁ bezeichnen wir die inverse Temperatur (k ist die Boltzmann-
Konstante und T die Temperatur) und zudem definieren wir

1
N :

(siehe auch Abschnitt 3.1). Bekanntlich ist im thermischen Gleichgewicht die Dichtematrix durch

e PH

(eq) .
P T peBH

(2.48)

gegeben [19, Gl. 2.4.14].

Man konnte das P-Symbol nun wieder iiber Gleichung (2.31) berechnen, dies ist in [7, Kap.
3.1.2] durchgefiihrt. Es wire auch moglich die Tatsache auszunutzen, dass das thermische Gleich-
gewicht eine klassische Mischung aus Anzahlzusténden ist. Am geschicktesten ist es aber, e 7% |a)
zu berechnen,

)

oo
e oy IV s 50

n=0 \/m

e—hwﬁa*a |n> — o hwB/2 | e—hwﬁ>
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und die Ubervollstindigkeit auszunutzen:

2 2
o—BH _ o—wp/2 /‘a e B o o nwp/2 /e_wz/w EYC
e

™

Die zweite Gleichheit ergibt sich durch eine geschickte Substitution, 8 := a - e~ ™8 und g* := o*
(das ist moglich, da wir @ und o* als unabhéngige Variablen betrachten). Da

tr (e_ﬁH) = ie_hwﬁ(n""l/Q) — Nehwﬁ/Q

n=0

nur eine Zahl ist, kann man so das P-Symbol direkt ablesen:

Ped(a,a*) = %e““'z/N bzw. P (g, p) = %e_% [*+(z5)°] (2.49)

Bei der Faltung von zwei GauBfunktionen addieren sich gerade die quadrierten Breiten, deshalb
ist

1 2 1 __mw  [,2 p )2

©D) (o) — L o—lal?/(N+D) (cq) _ seon [ +(%)7]

0¥ (o, ™) N+1e bzw. Q'°Y(q,p) N+1e .
(2.50)

Beispiel 5: Superposition von kohidrenten Zustédnden

Betrachten wir schlieBlich die Superposition |¢) := % (la/y 4+ |8")), wobei o/, 3" € C sind und
v = v(a/, ") eine Normierung, so gewahlt dass (1| 1)) = 1. Die Dichtematrix, die einen solchen
reinen Zustand beschreibt ist

(1) (2)

p

psup) ) (/| + 188 + ') (B + 18|
' v(e/, ') '

p

(2.51)

Den pM-Teil kennen wir bereits aus Beispiel 2, und aufgrund der Linearitit kénnen wir den
p(?)-Teil separat berechnen.
Das Q-Symbol zu berechnen ist trivial:

Q@ (q, a*) = e~lolP =3 (I P+8'?) (ea*a'+(ﬁ’)*a +ea*ﬁ’+<o/>*a) , (2.52)

Fir das P-Symbol wird wieder Gleichung (2.31) verwendet. Sei v/ = @’ +5" Durch Einsetzen

2
aller Grofien erhalt man

PO (a, ) =2elo® (1 P+I57)

) o 4?2
. /cosh (71(ay — B)) + ya(ady — 35)) - e2im(az=2)=2ina(a1—m) T
T

Hier kann der gleiche Trick angewandt werden wie in Beispiel 3 — nur dass hier eine Reihe von
Potenzen von ~ fouriertransformiert wird. Formal ist das Ergebnis einfach

P (q,a) = 2 el =2 (10'PHIB7) | cog (“5;% By — 1134 aaz) 5@ (a—+), (2.53)

wobei der Ausdruck cos(: - - ) durch die Reihendarstellung des Cosinus verstanden werden muss.
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Kapitel 3
Dissipative Dynamik

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie sich die (nun zeitabhéangige) Dichtematrix p; ent-
wickelt, wenn das System in Kontakt mit einem Warmebad der Temperatur 7" steht. Die Dichte-
matrix p; beschreibt weiterhin nur den harmonischen Oszillator, enthélt also nicht das Wérmebad.
Wir benétigen keine detaillierte Beschreibung des Bads, sondern werden eine effektive Dynamik
des Systems postulieren, in die als Eigenschaft des Warmebads nur die Temperatur eingeht.

3.1 Fokker-Planck-Gleichung fiir P
3.1.1 Allgemeine Lindblad-Gleichung

Die Wechselwirkung zwischen dem System und dem Bad ist im Allgemeinen zu komplex, um eine
Mastergleichung fiir die Zeitevolution der Dichtematrix aus Grundprinzipien herzuleiten. Mit einer
Reihe von stark idealisierten Annahmen, die zu dem Begriff der quantendynamischen Halbgruppe
(,quantum dynamical semigroup) zusammengefasst werden, ist es aber moglich, eine Aussage
iiber die generelle Form der Evolutionsgleichung zu treffen. Die folgende kurze Zusammenfassung
des Themas orientiert sich an [30], dort sind auch weitere Details zu finden.

Um den Begriff der quantendynamischen Halbgruppe spezifizieren zu kénnen, betrachten wir
die Menge {U; | t > 0} der Propagatoren, die die Zeitentwicklung des Systems beschreiben, das
heifit fiir eine gegebene Dichtematrix py zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist p; = Uypg. Diese Menge heifdt
quantendynamische Halbgruppe, wenn folgende Bedingungen gelten:

e Die Zeitentwicklung besitzt kein Gedéchtnis, ist also Markovsch. Mathematisch wird das
durch die Halbgruppeneigenschaft U,Us = Uy ausgedriickt.

e Sie ist stetig und erhalt die Spur.

e Sie ist vollstandig positiv. Vollstandige Positivitét ist eine stdrkere Voraussetzung als nur
die Positivitat (Uyp > 0 wenn p > 0). Warum diese starkere Voraussetzung benotigt wird,
und wie sie im Detail lautet, ist im Anhang B.3 beschrieben, siehe auch [30, Kap. 2.1].

Unter diesen Voraussetzungen kann die Evolutionsgleichung nur die Form
. 1
Oupi = =i[H, pi) +>_VipVf =5 (ViVipe + 0V[V) (3.1)
J

besitzen. Dies wurde von Gorini, Kossakowski und Sudarshan fiir endlich dimensionale Hilber-
traume bewiesen [31] und von Lindblad auch im Fall eines unendlich dimensionalen separablen
Hilbertraums, unter der Zusatzvoraussetzung, dass die Operatoren H und V; beschrankt sind
[32]. Deshalb heifit diese Gleichung Lindblad-Gleichung und die Operatoren V; heien Lindblad-
Operatoren. Die rechte Seite der Gleichung nennt man auch Lindblad-Generator Lp.

3.1.2 Lindblad-Gleichung fiir den harmonischen Oszillator

Im hier betrachteten Fall eines harmonischen Oszillators sind diese Voraussetzungen nicht gegeben
— der Hilbertraum ist nicht endlich dimensional und H ist nicht beschrankt. Betrachtet man aber
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3.1. FOKKER-PLANCK-GLEICHUNG FUR P

eine explizite Beschreibung mit einem Warmebad, das wiederum aus harmonischen Oszillatoren
besteht (nach [7, Kap. 9] ist dies eine gute Beschreibung beispielsweise fiir die eingangs erwéihnte
Lichtmode in einem Laser), kann man die resultierenden Gleichungen durch starke Niherungen!
aber in diese Form bringen. Die Rechnung ist beispielsweise in [33, Kap. 6] zu finden, das Ergebnis
lautet:

Orpy = —iw [aTa,pt] + g (Qanta — aant — ptaaT)

N+1
+ % (2a,o,gaJr —atap, — ptaTa) .

(3.2)

Hier ist  ein Maf fiir die Stéirke der Kopplung des Systems an das Warmebad und hat dieselben
Einheiten wie w. N ist ein Ma$ fiir die Temperatur, es ist wie oben (Gleichung (2.47)) definiert

als
1

N := B 1

Wenn man fiir das Warmebad ein Strahlungsfeld wahlt, hat dieses IV eine anschauliche Bedeutung;:
N(Q) = 1/(e™¥ — 1) ist die mittlere Anzahl Photonen in der Mode Q. In die Zeitevolution des
Systems geht aber nur N := N(w) ein, wobei w die Oszillatorfrequenz des Systems ist.

Trotz allen Naherungen ist es oft gerechtfertigt, diese Gleichung zu verwenden, da sie sich in
der Praxis bewéhrt hat [7,11,19,29].

3.1.3 Evolution des P-Symbols

Die Lindblad-Gleichung (3.2) kann in eine Differentialgleichung fiir das P-Symbol umgeschrieben
werden, indem Gleichung (2.28) eingesetzt wird [7, Kap. 8.4]. Es miissen dann Terme berechnet
werden, bei denen a und a' in verschiedenen Reihenfolgen von links oder rechts auf |a)(a| wirken.
Offenbar ist

alo)(al = ala){al  wd o) (ala’ =a|a)al .

Mit der Entwicklung von |«) in den Anzahlzustédnden (Gleichung (2.11b)) kann man auerdem

a' |a)al = (a* + d4) |a)(a| und la){a]a = (o + Do)

a)(al

sehen. Aus einer Kombination dieser Identititen konnen wir alle Terme der Lindblad-Gleichung
berechnen. Dafiir miissen die Terme zuerst mit der Kommutatorrelation [a, aT] = 1 so umsortiert
werden, dass von links zuerst a und von rechts zuerst a! wirkt. Beispielsweise ist

aa’ |a)(a] = alala)(al +[a){al = a (a* + ) [a){al + |a)(al .

Es muss dann noch partiell integriert werden (was nach Definition der Ableitung der Distri-
bution P ohne ein Auftreten von Randtermen moglich ist). Dabei dndern die Ableitungen ihr
Vorzeichen. Aus dem in unserem Beispiel auftauchenden Term

Pi(a, o) [a (@ 4 o) la)(al + [e){a]
entsteht durch die partielle Integration der Term
[(0* - 8) a + 1] Pi(a,0) - JaMal .

Die anderen Terme konnen analog gerechnet werden. Fassen wir samtliche Terme wieder zusam-
men, erhalten wir die Differentialgleichung

8t7)t(0é, Oé*) = [% (aa*Oé* + aaa) —iw (8Oc*a* - 8a04) + rYNaOtaOé*:I Pt . (33)

1Unter anderem: Rotating Wave Approximation, schwache Kopplung ans Bad und verschiedene Annahmen iiber
die Spektraldichte des Bads
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KAPITEL 3. DISSIPATIVE DYNAMIK

(siehe [29, GL. 3.335]).

Die Differentialgleichung kann auch in den Variablen ¢ und p geschrieben werden. Aus Glei-
chung (2.7) iibernehmen wir die Definition a = \/%q + \/ﬁp fir ¢ und p. Diese Koordinaten-
transformation hat folgende Auswirkungen auf die Ableitungen:

Oy = 1 ( 2—h6q — iV 2mwﬁ8p> bzw. O+ = 1 (\/ Lhaq +iv 2mw7i3p> .
2 mw 2 mw

Daraus kann man direkt 0,0, = ng (83 + m2w26§) berechnen und

1
OO+ O™ = 0qq + Opp bzw. Oqt — Opr™ =1 (mw P — mwapq> .

Eingesetzt in (3.3) haben wir damit die Gleichung

1

0¢Pi(q,p) = 5 (049 + Opp) +w (mwﬁpq T mw

3qp> +— (02 + m2w28§)} Pi(a,p)| (3.4)

2mw

hergeleitet. Diese Differentialgleichung hat mathematisch die Form einer Fokker-Planck-Gleichung
(siehe z.B. [8]); solche Gleichungen werden unter anderem verwendet, um Diffusion zu beschreiben.
Die hier gefundene Gleichung beschreibt aber sowohl fiir die ¢- als auch fiir die p-Koordinate
ein diffusives Verhalten, dies ist bei klassischen mechanischen Systemen, in denen p den Impuls
beschreibt, nicht iiblich. Dies werden wir in Kapitel 5 noch deutlicher an den Langevin-Gleichungen
sehen.

3.2 Losung der Fokker-Planck-Gleichung

Ansatz: Zeitlich veranderliche Gaufifunktion

Um Gleichung (3.3) zu 16sen, zeigen wir in einem ersten Schritt, dass eine Gaulglocke, deren Zen-
trum und Varianz mit der Zeit variieren, eine mogliche Losung der Gleichung ist. Wir betrachten
also den Ansatz

a2
Pila, o) = Ny exp [—onit'} , (3.5)

wobei der Vorfaktor A; die Normierung von P; sicherstellen muss, deshalb ist

1

(3.6)

Der Ansatz (3.5) muss nun in die Differentialgleichung (3.3) eingesetzt werden. Die auftretenden
Terme werden nach Potenzen von « und o™ sortiert, der Koeffizientenvergleich gibt Differential-
gleichungen fiir die Funktionen §; und Aqy.

e Fiir die Koeffizienten bei |a|? P;(cr, o*) muss folgende Gleichung gelten:

O:Aay y yN
N + 2
%y Aoy Aoy

Fiir eine Anfangsbedingung Aag =: b wird sie gelést von

Aoy =N+ (b—N)e . (3.7
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3.2. LOSUNG DER FOKKER-PLANCK-GLEICHUNG

e Die Koeffizienten vor den Termen a Pi(a, a*) und o* Pi(a, o*) fithren, wenn man die nun
bekannte Losung (3.7) einsetzt, beide auf die Gleichung

OB = —%ﬁt —iwfy .

Unter der Annahme 5y =: o’ lautet die Losung

Bt) = o - e7Wtt/2 (3.8)

e Die Koeffizienten vor dem Term P¢(c, a*) geben eine weitere Gleichung,

COAay (OuB)BE + (0uB7)B | DAy N YN8

+ Acay Aa?

2 _
Aoy Aoy Aa? 181" =~

Diese Gleichung wird auch von den Lésungen (3.7) und (3.8) erfiillt.

Wir wissen also nun, dass der Ansatz (3.5) zusammen mit den Definitionen (3.7) und (3.8) die
gegebene Gleichung (3.3) erfiillt.

Folgerung: Greensche Funktion

Es ist sinnvoll, die Fokker-Planck-Gleichung fiir die Anfangsbedingung P(()green) (o, a0, (a)*) =
7 -6 (a — a') eines reinen kohirenten Zustands aus Beispiel 1 (Abschnitt 2.4) zu lésen. Diese
Losung stellt einen Propagator bzw. eine Greensche Funktion fiir die Gleichung dar, denn mit der
Kenntnis der Zeitevolution Pt(green)(oz, a*;a/, (a/)*) konnte man fiir eine beliebige Anfangsbedin-
gung Py, o) die zeitabhingige Losung berechnen:

2
d“o’

™

Pt(a, a*) _ /Po(O/, (O/)*) . fpt(g;reen)(a7 o O/, (O/)*) (39)

Um diese Greensche Funktion zu erhalten, geniigt es, die Anfangsbreite b in der eben berech-
neten Losung gegen 0 gehen zu lassen. Denn die Gaufiglocke in Gleichung (3.5) konvergiert fiir
Aa — 0 im distributiven Sinn gegen die Delta-Distribution. Bei dem Grenziibergang verdndert
sich nur die Breite der Gaufiglocke aus Gleichung (3.7), sie wird zu:

Aoy =N (1 — efwt) . (3.10)
Fiir die Greensche Funktion haben wir insgesamt
) a—iwt—At/2)2
pt(green)(a’a*;a/’ (O/)*) =N, exp | — |a o zat | (3.11)

In Variablen ¢ und p

Fiir die bessere Anschauung soll die Greensche Funktion noch in den Variablen ¢ und p angegeben
werden. Wie auch in Abschnitt 2.4 gelte fiir die Anfangsbedingung: o’ = /% ¢' + ——=——p'. Mit

NoT
den Definitionen "
2Nh
Aqt = m (1 — e_’yt) 5 (312)
Apy :==2Nhmw (1—e™ ") | (3.13)
2h
No= (3.14)
VAg Apy
/
Q=2 (q’ cos(wt) + P Sin(wt)) und (3.15)
mw
P, = e 72 (p/ cos(wt) — mwq' sin(wt)) (3.16)
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KAPITEL 3. DISSIPATIVE DYNAMIK

lautet das umgeschriebene Ergebnis

(green) VAN (q — Qt)2 (p— Pt)2
P pq.p) =N exp | — - . 3.17
t (¢,p:d',p") ¢ exp Ad, A (3.17)

In Abbildung 3.1 ist die Greensche Funktion grafisch dargestellt. Die Zeitevolution enthélt drei
Komponenten: Die erste ist eine Drehbewegung in der komplexen Ebene gegen den Uhrzeigersinn;
Gleichungen (3.15) und (3.16) zeigen, dass es sich genau um die in Abbildung 2.1 dargestellte
ungedampfte Bewegung handelt (das war auch zu erwarten, da die Fokker-Planck-Gleichung fiir
v — 0 genau in die klassische Liouville-Gleichung des harmonischen Oszillators [34, Anhang III,
Gl. 26] iibergeht). Durch die Kopplung an das Wirmebad wird eine Skalierung mit e~7%/2 hin-
zugefiigt. Das heifit, bei N = 0 (das heifit T'= 0 oder i = 0) wiirde ein anfiinglicher kohéirenter
Zustand weiterhin immer ein reiner kohérenter Zustand bleiben, dessen Ort im Phasenraum sich
spiralférmig zum Ursprung bewegt. Sind schliefilich Temperatur und 7 beide endlich, gibt es eine
sich verbreiternde Gaufiglocke nach Gleichung (3.10), deren Breite gegen N geht. Fiir grofie Zeiten
wird also das thermische Gleichgewicht (siehe Beispiel 2, Abschnitt 2.4) erreicht.

3.3 Verbindung von P und Q

Zu dieser Greenschen P-Funktion kann, durch eine Faltung mit einer Gaufifunktion der Breite 1,
noch das @-Symbol berechnet werden. Das Ergebnis ist natiirlich wieder eine Gaufifunktion, deren
Breite um 1 erhoht ist. Mit der Definition

Aap:=N(1-—e ) +1 (3.18)
kann man folglich schreiben:
eon 1 _ A a—iwt—t/2)2
Q™ (o ;0 (a)*) = —— exp |— o —a ° | (3.19)
AO[t AO[t

Aufgrund der Assoziativitdt der Faltung gilt offenbar analog zu Gleichung (3.9):

2
d“ o’

™

Qufaa’) = [ Pofar (@) 9 (a,asa, (0)") (320)

Es gibt nun einen interessanten Zusammenhang zwischen Q und P, der es uns erméglichen
wird, die Evolutionsgleichung fiir Q ohne weiteren Aufwand zu erhalten. Um diesen Zusammen-
hang zu sehen, bemerken wir, dass sowohl ein Ubergang vom P-Symbol zu dem Q-Symbol als
auch eine Evolution des P-Symbols zu spateren Zeiten durch eine Faltung mit einer Gaufifunktion
erreicht wird (Gleichungen (2.34) bzw. (3.9)). Deshalb gibt es eine Zeit 7p, fiir die folgendes gilt:
Unterwirft man P; fiir die Zeit 7p der Zeitevolution aus der Bewegungsgleichung (3.3), erhélt man
ein Ergebnis, das aussieht wie das (gedrehte und gestauchte) Q;-Symbol zum Ausgangszeitpunkt.
Zu diesem Zeitpunkt kann das P-Symbol folglich nicht mehr negativ sein — die Quantenkorrela-
tionen, die zu einem negativen P-Symbol gefiihrt haben?, sind abgeklungen. Deshalb wird diese
Zeit Tp im Folgenden als Dekohérenzzeit bezeichnet.

Fiir diese Dekohérenzzeit konnen wir die explizite Formel

1 N+1 Jwp
p = —-In = =" 3.21
v N ~ ( )
angeben, denn mit dieser Definition gilt
Qi(a, ) =e"P - Pryrp (G, &%) . (3.22)

2 Genaueres dazu werden wir noch in den Beispielen in Abschnitt 3.4 sehen.
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(a) t=0.1mp (b) t=0.2mp (¢) t=0.37p (d) Legende

(e) t =0.47p (f) t=0.5mp (g) t=0.6mp (h) t=0.77p

(i) t =0.87p (J) t=0.971p (l) t=21p

(m) t =371p (n) t=4mp (o) t=57p (p) t="67Dp
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Abbildung 3.1: Plot der Zeitentwicklung des P-Symbols aus Beispiel 1 (Gleichung (3.11)). Die
Bilder zeigen das P-Symbol in der komplexen Ebene, d.h. die z-Achse ist o und
die y-Achse ist ag. Der Wert des P-Symbols ist farbkodiert (siehe Legende).
Die Konstanten wurden festgesetzt auf w =h=m =1, v = % und N = 3, 7p
ist die (spéter in Gleichung (3.21) eingefithrte) Dekohérenzzeit 7p ~ 0.58.

90 Als Anfangsbedingung wurde o = 5v/2 (d.h. ¢’ = 5, p’ = 0) verwendet.
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Dabei sind & und &* transformierte Koordinaten: & := a - e7w72=770/2 begiehungsweise &* :=
aF - eTiwTD —’)/TD/Q.

Um diese Tatsache zu beweisen, betrachten wir zunéchst nur die Greenschen Funktionen
Plereen) ynd Qereen) (Gleichungen (3.11), (3.19)). Fiir diese konnen wir die Formel leicht durch
Einsetzen zeigen. Da alle anderen Losungen nach Gleichungen (3.9) bzw. (3.20) durch eine Faltung
aus den Greenschen Funktionen hervorgehen, iibertrigt sich die Formel in den allgemeinen Fall.

Aus dieser Formel erhélt man nun leicht eine Evolutionsgleichung fiir Q aus der schon berechneten
Fokker-Planck-Gleichung (3.3), man muss nur die Koordinatentransformation zu & durchfiihren.
Es gilt (0a=a™ £ 050) = (Opxa™ £ 0qr), die ersten beiden Terme verandern sich also tiberhaupt
nicht. Auflerdem gilt 0505+ = €720y Ju+. Da Ne?72 nach der Definition (3.21) gleich N + 1 ist,
ist der einzige Unterschied zwischen der P- und der Q-Gleichung der Faktor N im dritten Term
auf der rechten Seite, der durch ein N + 1 ersetzt wird:

0 Q¢(a, ™) = [1 (Do 0 + 0pt) — 1w (O™ — Dp0) + y(N + 1)8a8a*} Qi (a, ™) bzw.

2
(3.23)
1 N+ 1)h
001(a0) = |3 @ua+ )+ (matya - o) + LTI @2 et @t
(3.24)

Diese Gleichungen hétte man natiirlich auch direkt erhalten kénnen, indem man die Erwartungs-
werte der Lindblad-Gleichung (3.2) in den kohérenten Zusténden nimmt.

3.4 Zeitentwicklung der Beispiele aus Abschnitt 2.4

Wir betrachten erneut die Beispiele aus Abschnitt 2.4 und deren Zeitentwicklung nach Gleichung
(3.2). Aufgrund von Gleichung (3.22) geniigt es, das P-Symbol zu untersuchen.

Beispiel 3: Reiner Anzahlzustand

Aus der Anfangsbedingung (2.46) kann nun mit Gleichung (3.9) sofort die zeitabhéngige Losung
berechnet werden. Nach Definition der Ableitung der §-Distribution ist sie gegeben durch

N . 82 n _ —iwt—~t/2/|2
Pi(enat) = V(o) (8686*) op [Ja ﬁza(w q

Die auftretenden Ableitungen kénnen mit der Leibniz-Regel berechnet werden. Nach Vereinfachung
lautet das Ergebnis

P (0 0%) = N (1) kzo [ i () ( A'j(j)Qevt)"_k (1- Aeazt))k] ET L (3.25)

An dieser Formel sieht man zunéchst nur, dass die Funktion in der komplexen Ebene sym-
metrisch ist. Man kann sie aber nutzen, um das Ergebnis grafisch darzustellen. In Abbildung 3.2
wurde dies fiir den Fall n = 3 getan. Dort sieht man, dass das P-Symbol aus ringférmigen Struktu-
ren (mit n Nulldurchgéngen) besteht, die um den Ursprung angeordnet sind und insbesondere auch
negativ werden konnen. Zudem sieht man, dass die negativen Bereiche bis ¢t = 7p verschwunden
sind.

B=B=0

Beispiel 4: Thermisches Gleichgewicht

Aus Griinden der thermodynamischen Konsistenz sollte das thermische Gleichgewicht aus Glei-
chung (2.49) eine stationédre Losung der Fokker-Planck-Gleichung (3.3) sein. Durch Einsetzen sieht
man sofort, dass dies auch der Fall ist.
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(e) t =0.47p (f) t=0.5mp (g) t=0.6mp (h) t=0.77p

(i) t =0.87p (J) t=0.971p (1) t=21p
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Abbildung 3.2: Plot der Zeitentwicklung des P-Symbols aus Beispiel 3 (Gleichung (3.25)). Die
Bilder zeigen das P-Symbol in der komplexen Ebene, d.h. die z-Achse ist o und
die y-Achse ist aa. Der Wert des P-Symbols ist farbkodiert (siehe Legende).
Die Konstanten wurden festgesetzt auf w =h=m =1, v = % und N = 3, d.h.
die Dekohérenzzeit ist nach Gleichung (3.21) 7p ~ 0.58.

99 Als Anfangsbedingung wurde der Anzahlzustand mit n = 3 verwendet.
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Das thermische Gleichgewicht ist auflerdem die einzige stationdre Losung der Fokker-Planck-
Gleichung. Der Grund dafiir ist, dass sich fiir grofle Zeiten alle Lésungen in folgendem Sinn anné-
hern: Seien Pfl)(a,a*) und PfQ)(a,a*) Loésungen von (3.3). Dann ist

(1) 2
lim /Pt o, o 77(2)( ") dla =0. (3.26)
t—oo 'P ( a, o ) e

Insbesondere geht daher jede Losung fiir grofle Zeiten in diesem Sinn gegen das thermische Gleich-
gewicht (2.49), das heift, dass andere Losungen keine stationdren Losungen sein kénnen.

All dies wird bewiesen in [8, Kap. 6.1]. Der dort gefithrte Beweis ist hier giiltig, da die Koef-
fizienten auf der rechten Seite von (3.3) nicht von der Zeit abhéngen und da P fiir ¢ > 0 nicht
singular ist.

Beispiel 5: Superposition von kohirenten Zustinden

Die Berechnung der Zeitabhéngigkeit des P-Symbols ist etwas aufwéndiger und wird im Anhang
A.2 durchgefiihrt. Das Ergebnis lautet

P (a,0%) = € e 0 cos[ifi(a”, (7)) + K7 £ (0, 7)) Gela, 39, (7)) - (3.27)

Dabei ist wieder 4" = # der Punkt in der Mitte der beiden Gaufiglocken in ’P(gl) und K =

—ia/gﬁ : gibt die Richtung senkrecht zur Verbindungsstrecke zwischen diesen an. Die Funktionen
Ct, ft, g+ und G; werden im Anhang in den Gleichungen (A.11), (A.13), (A.14) beziehungsweise
(A.12) definiert.

Gie(a,a*;v', (7')*) beschreibt eine Gaufiglocke, die immer um den Mittelpunkt zwischen den
beiden Gauflglocken zentriert ist, und der Cosinus-Term ist eine Modulation, die immer senkrecht
auf der Verbindungsgeraden zwischen diesen steht. Die restlichen Terme dienen nur der Normie-
rung. Im Phasenraum wirkt sich die Superposition also als wellenférmige Struktur aus, die sich
gerade zwischen den beiden Peaks der unverschrénkten Zusténde befindet.

In Abbildung 3.3 ist diese Zeitentwicklung geplottet. Man sieht dort genau das beschriebene
Verhalten: Zwei Gaufiglocken, die in das thermische Gleichgewicht relaxieren, und eine starke
Modulation in deren Mitte. Wiederum wird das P-Symbol hier negativ — die Negativitat scheint
also mit Zustédnden, die weit von den quasiklassischen, reinen kohérenten Zustdnden entfernt sind
und quantenmechanische Superpositionen enthalten, in Zusammenhang zu stehen. Aber auch hier
verschwinden die negativen Bereiche auf eine kiirzeren Zeitskala (Dekohérenzzeit 7p) als der Zeit,
die das System fiir die Relaxation ins Gleichgewicht benotigt (Relaxationszeit %)
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Abbildung 3.3: Plot der Zeitentwicklung des P-Symbols aus Beispiel 5 (Gleichung (3.27)). Die
Bilder zeigen das P-Symbol in der komplexen Ebene, d.h. die z-Achse ist o und
die y-Achse ist aa. Der Wert des P-Symbols ist farbkodiert (siehe Legende).
Die Konstanten wurden festgesetzt auf w =h=m =1, v = % und N = 3, d.h.
die Dekohérenzzeit ist nach Gleichung (3.21) 7p ~ 0.58.

01 Als Anfangsbedingung wurden o’ = 2 und 3 = 1.5i verwendet.



Kapitel 4

Ensemble-Thermodynamik

4.1 Identifikation der Warme

Da wir nun die Thermodynamik des Systems verstehen wollen, muss zunéchst eine grundlegende
Frage geklart werden: Wie grof} ist der Wérmestrom aus dem System in das Warmebad?

Da der harmonische Oszillator mit keinen anderen Systemen als dem Wéarmebad in Kontakt
steht, kann er keine Arbeit verrichten. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet [34, Gl.
I1.D.52]

dEYS) = aw ) — qQvs) | (4.1)

wobei nach Konvention dW®¥%) die am System verrichtete Arbeit und dQ®¥® die vom System
abgegebene Wirme ist. Daraus folgt sofort, dass die abgegebene Wiarme (die ja in das Warmebad
flieBen muss) die negative Anderung der Energie des Systems ist.

Die Energie, die sich zum Zeitpunkt ¢ im System befindet, ist nach Gleichung (2.24) einfach
E® = tr(Hp,). Nach [29, Gl. 3.84] kann die Zeitableitung von E™ iiber die Formel

S t(Hp) = (£ H)p)

berechnet werden, wobei der adjungierte Lindblad-Generator £ im Fall des gedampften harmo-
nischen Oszillators

v(N +1)

LTH =iw [aTa,H] + (2aTHa —alaH — HaTa)

+ % (2aHaT —aa'H - Haa)

ist [29, Gl. 3.314]. Durch Einsetzen des Hamiltonoperators aus Gleichung (2.3) und der Kommu-
tatorrelation [a, aT] = 1 vereinfacht sich der Ausdruck zu £1H = hw~y (N — aTa).
Damit ist insgesamt

ESY) = hwytr((N — ata)py) . (4.2)

4.1.1 Entropieproduktion im Warmebad

Bekanntlich ist ein Warmestrom in ein Warmebad mit einer Entropieinderung verbunden, es
gilt [34, Gl TIL.L.2]

dstmed) = kBAQEYS) = —kBAE®) |

beziehungsweise mit Gleichung (4.2)

~(med) .
ST _ P pe - hupN 4 hwpte (alap)
Ky gl
N (4.3)
— —hwBN + hwf <E§SYS) - 2> :
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Die zweite Zeile folgt direkt aus der Definition Et(sys) := tr(H p¢). Wenn wir uns an die Formel (2.32)
zur Berechnung des Erwartungswerts eines antinormal geordneten Operators erinnern, kénnen wir
den Ausdruck tr (aTapt) aber auch noch anders schreiben:

2

tr (aTapt) =tr (mﬂpt) —1=tr (GTPtG) —1= [ |a? Qt(a’a*)id 21 )
T
demnach ist
S’,(med) d2
tm = —hwB(N +1) + hwf Ia\QQ(a,a*)%v - (4.4)

Dabei nehmen wir an, dass afap; ein Operator der Spurklasse ist, was aus physikalischen Griinden
der Fall sein sollte.

4.2 Entropiebegriffe

4.2.1 Die von-Neumann-Entropie

Wir wollen nun auch fiir das System ein Entropiefunktional St(sy ) anzugeben. Dieses sollte ther-
modynamisch konsistent sein, das heiflt, dass der zweite Hauptsatz der Thermodynamik gelten
sollte. Die Gesamtentropie von System und Warmebad darf also nur zunehmen:

. . 1 3 b '
St(tot) _ St(syb) + St(med) >0. (4.5)

Die einfachst mogliche Definition ist die von-Neumann-Entropie

SgVN) = —ktr(ps -Inp) |, (0

wobei der Logarithmus In p; folgendermaflen zu verstehen ist: Nach dem Spektralsatz fiir kompakte
Operatoren kann man p; schreiben als p; = Zj P |Vie) (W], wobei die p;; > 0 sind, da die
Dichtematrix positiv definit ist. Dann ist In p; = >, In pj¢ [15,¢)(¢,¢| und

ngN) = —kapj)t In Pt (pj,t > O) . (47)
J

Diese Entropiedefinition hat zwar niitzliche Eigenschaften, die in [29, Kap. 2.3.1] zusammengetra-
gen sind, sie ist auBerdem thermodynamisch konsistent (siehe [29, Kap. 3.2.5], [36]). Eine wesent-
liche Eigenschaft der von-Neumann-Entropie ist aber, dass sie fiir jeden reinen Zustand p = [) (1|
gleich Null ist. Das sieht man sofort aus Gleichung (4.7).

Damit gehen die rein quantenmechanischen Eigenschaften des Systems iiberhaupt nicht in diese
Definition mit ein — die von-Neumann-Entropie ist gleich der informationstheoretischen Shannon-
Entropie der Wahrscheinlichkeiten p; ., die die Anteile verschiedener reiner Zustande in der klassi-
schen Mischung angeben. Im Weiteren soll untersucht werden, ob es moglich ist, eine Entropiede-
finition zu finden, die Quantenfluktuationen und quantenmechanische Superpositionen einbezieht.
Dies scheint zunéchst ein wenig erfolgversprechendes Unterfangen zu sein, da es im Hilbertraum
im Prinzip keine ausgezeichneten Vektoren gibt — jeder reine Zustand ist gleichwertig, so gesehen
sollten sich ihre Entropien nicht unterscheiden.

Wir kénnen aber auf den quasiklassischen Formalismus zuriickgreifen, der oben entwickelt wur-
de. In diesem gibt es tatséchlich eine ausgezeichnete Menge von Zustdnden, namlich die kohadrenten
Zusténde, die die Unschéarferelation minimieren. Demnach ist es vorstellbar, mit diesem Forma-
lismus beispielsweise einem reinen kohédrenten Zustand eine andere Entropie zuzuordnen als einer
Superposition aus zwei unterschiedlichen kohérenten Zustédnden.
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4.2.2 Die Wehrl-Entropie

Bereits in Abschnitt 2.3 wurde besprochen, dass das Q-Symbol als Wahrscheinlichkeitsdichte im
Phasenraum aufgefasst werden kann. Im klassischen Fall einer Wahrscheinlichkeitsdichte im Pha-
senraum p(g,p) von Teilchen, die beispielsweise eine Brownsche Bewegung ausfiihren, lautet die
kanonische Systementropie —k [ p(g,p) - In p(q,p)%.1 Derartige Entropiedefinitionen von kon-
tinuierlichen Verteilungen werden im Folgenden ,differentielle Entropie“ genannt. Dies dient der
Abgrenzung von der informationstheoretischen Shannon-Entropie, die fiir Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf diskreten Ereignismengen definiert ist. Bei einer differentiellen Entropie kénnen
grundsétzlich nur Entropiedifferenzen, nicht aber absolute Werte eine physikalische Bedeutung
haben [34, Kap. I.G.III].

Diese klassische Definition motiviert die Definition der Wehrl-Entropie als differentielle Entro-

pie der Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsverteilung Q;:

dqdp

s = —k/Qt(q,p)-ln Qt(q,p)% : (4.8)

Diese wurde erstmals 1978 von Wehrl in [12] untersucht. Heute wird diese Grofle in vielen Fach-
gebieten verwendet, zum Beispiel in der Theorie von verallgemeinerter Verschrankung [10], zur
Beschreibung von Dekohérenz [11,37,38] und Quantenrauschen [9], oder auch als Maf fiir ,,squee-
zed states® [39] und Ionisationsgrad [40]. Mittlerweile werden auch verallgemeinerte Definitionen
wie die Rényi-Wehrl-Entropien betrachtet [41], auf welche diese Arbeit aber nicht néher eingehen
wird.

Als erste wichtige Eigenschaft der Wehrl-Entropie halten wir fest, dass sie immer grofler ist als die
von-Neumann-Entropie.

Der Beweis (nach [12, Seite 224]) ist nicht schwierig: Nach Gleichung (2.23) zur Berechnung
der Spur kann auch die von-Neumann-Entropie durch ein Integral iiber kohérente Zusténde aus-

gedriickt werden, —k [ (g, p| plnp|q, p) dz‘;d,f. Es geniigt also zu zeigen, dass
Q(q,p)In Q(a,p) < (g, p|plnpla,p) (4.9)

ist.

Wie oben erwihnt gibt es eine Orthonormalbasis {|1;)} sodass p = 3772, p; [¢;) (1| ist, dann
ist plnp = E;; piInp; ;)] Um dies auszunutzen, entwickeln wir |g,p) in dieser Basis:
lg,p) = Z]Oil ¢; |¢;). Die Ungleichung (4.9) ist damit dquivalent zu

oo o0

D oleiPoi | - [ D 1o | <D leslPonp; - (4.10)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

Da die Funktion x +— z ln z konvex ist, ist das eine Anwendung der Jensen-Ungleichung [42, Thm.
86] und damit wahr.

Aus der Definition der von-Neumann-Entropie sieht man sofort, dass diese niemals kleiner als Null
werden kann. Da die Wehrl-Entropie immer gréfler als die von-Neumann-Entropie ist, muss dies
dann auch fiir die Wehrl-Entropie gelten. Hier sehen wir erneut, dass nicht jede beliebige normierte
Wahrscheinlichkeitsdichte ein zuléssiges Q-Symbol einer Dichtematrix ist (siehe auch Abschnitt
2.3.3): Die Tatsache S (W) > 0 ist eine direkte Konsequenz der in das Q-Symbol eingegangenen Un-
scharferelation. Der Grund dafiir ist, dass das @-Symbol in einem Phasenraumabschnitt grofer als
1 sein miisste, um eine negative Wehrl-Entropie zu erreichen. Da Q aber normiert sein soll, miisste
Q dort einen sehr schmalen Peak besitzen, was einer Lokalisierung im Phasenraum entspricht, die
starker ist als von der Unschérferelation erlaubt wird. Die Bedingung aus Abschnitt 2.3.3, dass Q

101n 0 ist wie iiblich als Null definiert.
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die Unschirferelation respektieren muss, kénnen wir nun also durch die Formel S(W) > 0 klarer
fassen.
Tatséchlich gilt sogar fiir alle Dichtematrizen p die Ungleichung

5=1] a

die nach [11] eine Verstirkung der Unschérferelation darstellt. Zudem ist S™) = 1 genau dann,
wenn die Dichtematrix einen reinen kohérenten Zustand beschreibt; genau diese Eigenschaft macht
die Wehrl-Entropie interessant als Maf fiir Verschrénkung [10].

Gleichung (4.11) ist die sogenannte Vermutung von Wehrl (,,Wehrl conjecture*), die von Wehrl
aufgestellt [43] und 1978 von Lieb fiir die kohérenten Zustiande des harmonischen Oszillators
bewiesen wurde [44]. Der Beweis ist {iberraschenderweise im hoéchsten Grade nicht trivial und
benétigt unter anderem die scharfe Konstante in der Hausdorff-Young-Ungleichung. Lieb erweiterte
die Vermutung zudem auf SU(2) kohérente Zusténde von Spinsystemen (siche Abschnitt 6.2), diese
erweiterte Vermutung (,,Lieb conjecture“) wurde 2012 von Lieb und Solovej bewiesen [45].

4.2.3 Vergleich anhand des thermischen Gleichgewichts

Wir wollen die von-Neumann-Entropie mit der Wehrl-Entropie des thermischen Gleichgewichts
pled) = tf;f:H aus Gleichung (2.48) vergleichen. Um die von-Neumann-Entropie iiber Gleichung

(4.7) zu bestimmen, schreiben wir p(¢® als Linearkombination von Projektoren auf Anzahlzustéin-
de, offensichtlich ist

(N n+1/2
(ea) _ i N L (N
P =3 e =3 ey () el

Gleichung (4.7) liefert durch eine kurze Rechnung
1+N
SON) — (N In (}) +1In(1 + N)) . (4.12)

Zur Bestimmung der Wehrl-Entropie setzen wir das Q-Symbol (2.50) in die Definition (4.8)
ein und erhalten
SW) = k(14 1In(1+N)) . (4.13)

Abbildung 4.1 zeigt die Abhéngigkeiten der beiden Groflen aus Gleichungen (4.13) und (4.12)
von N bzw. von der Temperatur. Abgesehen von der Bestétigung der von oben bekannten Tatsache,
dass die Wehrl-Entropie grofer als die von-Neumann-Entropie ist, zeigt der Plot zwei weitere
wichtige Eigenschaften. Die eine ist, dass im Grenzfall N — oo (d.h. bei hohen Temperaturen) die
beiden Werte identisch werden. Das ist auch sinnvoll, denn fiir 7" — oo sollten die Auswirkungen
von Quanteneffekten vernachléssigbar gering werden und nur noch die klassischen Effekte der von-
Neumann-Entropie einen Einfluss besitzen. Die andere Eigenschaft ist, dass die Wehrl-Entropie
fir T — 0 (dh. N — 0) nicht gegen Null geht (was ja schon alleine wegen der Vermutung
von Lieb unmoglich wire), das heifit, dass diese Entropiedefinition nicht das Nernst-Theorem
limr_0.S = kln gg (wobei g die Entartung des Grundzustands ist) [34, Gl. IIL.L.9] erfiillt. Das liegt
daran, dass die Wehrl-Entropie wie erwéhnt keine Shannon-Entropie ist, sondern eine differentielle
Entropie, und somit prinzipiell nur bis auf eine additive Konstante definiert. In diesem Fall wiirde
die Addition einer solchen Konstante aber das Verhalten im Grenzfall T — oo zerstoren.

4.2.4 Der klassische Grenzfall
Wehrl-Entropie und von-Neumann-Entropie sind asymptotisch gleich

Den Grenzfall N — oo aus Abbildung 4.1 kénnen wir auch als Grenziibergang i — 0 verstehen. In
der Abbildung ist zu sehen, dass die beiden Entropien des thermischen Gleichgewichts in diesem
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Abbildung 4.1: Vergleich der von-Neumann-Entropie und der Wehrl-Entropie des thermischen
Gleichgewichts bei verschiedenen Temperaturen. Die Konstante & wurde gleich
1 gesetzt. Kleine N-Werte entsprechen kleinen Temperaturen, grofle N-Werte
entsprechen hohen Temperaturen oder dem Grenzwert 7 — 0.

Limes asymptotisch gleich sind. Dies ist aber nicht nur fiir das thermische Gleichgewicht der Fall,
sondern fiir alle Dichtematrizen, wie in Anhang A.3 gezeigt wird.

Dass die Wehrl- und die von-Neumann-Entropie im Limes 2 — 0 gleich sind, war auch zu er-
warten, da hier die Quanteneffekte verschwinden und die kohdrenten Zusténde orthogonal werden.
Uberraschend ist dagegen, dass die Entropien in diesem Grenzwert divergieren — schlieflich hitten
wir erwartet, dass wir im klassischen Grenzwert ein klassisches System mit einer wohldefinierten
klassischen Entropie erhalten.

Das heifit, dass wir bei der Durchfithrung des klassischen Grenzwerts etwas falsch machen.
Wiirden wir nur die von-Neumann-Entropie betrachten, wiissten wir aber nicht, was wir &ndern
sollten, um einen verntinftigen klassischen Limes zu erhalten. Ausgehend von der quasiklassischen
Beschreibung des offenen Quantensystems mit kohédrenten Zustédnden werden wir aber sehen, wie
wir den Grenziibergang modifizieren miissen: Die Grofle i geht auf zwei verschiedene Arten in die
Wehrl-Entropie ein, einmal als Maf fiir die Starke der Quanteneffekte und einmal als Normierung
fiir das Volumen des Phasenraums. Im Folgenden wird gezeigt: Wenn wir den klassischen Grenzwert
vorsichtig ausfithren, und nur die Starke der Quanteneffekte reduzieren, nicht aber die Grofle der
Normierungskonstante verandern, ist der Grenzwert der Wehrl-Entropie endlich und gleich der
Entropie eines zugeordneten klassischen Systems.

Definition des klassischen Systems

Unser Ausgangspunkt fiir die Abbildung des untersuchten offenen Quantensystems auf ein klassi-
sches System ist dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung Q im (quantenmechanischen) Phasenraum.
Durch den klassischen Limes werden wir ein zugeordnetes, komplett klassisches System erhalten,
das durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p() (g, p) beschrieben wird. Es ist wichtig zu bemer-
ken, dass die Variablen g und p dieses klassischen Systems nicht einen Ort und den konjungierten
Impuls beschreiben.Insbesondere ist dieses klassische System auch kein klassischer harmonischer
Ostzillator.

Um den Limes ausfiihren zu kénnen, miissen wir das Q-Symbol neu normieren, da die Einheit
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einer klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte ein inverser Drehimpuls ist: Wir definieren also

Q(q,p)
orh

sodass [ Q(q, p) dgdp = 1 ist.? An den Beispielen in Abschnitt 2.4 sieht man, dass fiir diese Gréfie
der Limes i — 0 moglich ist. Da limp_o A(N + 1) = ﬁ ist, ist zum Beispiel fiir das thermische
Gleichgewicht

Q(q.p) := (4.14)

~ mw28 [ 2 p \2
lim Q(eq)(q,p) =0 aber lim Q(e‘”(q,p) = wb e 2 [q +(73) ] , (4.15)
h—0 h—0 27
das ist die klassische Boltzmann-Verteilung. Folglich definieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte

des klassischen Systems als

p'V(g,p) = lim Q(g,p) |, (4.16)
diese ist dann immernoch normiert:
/ P (g,p)dgdp=1. (4.17)

Auch fiir p() gilt eine Fokker-Planck-Gleichung, die wir erhalten indem wir in der Fokker-Planck-

Gleichung fiir @ (Gleichung (3.24)) die GroBle (N 4 1)k durch ihren Grenzwert wiﬁ ersetzen:

C 1 C
2:0s (q,p) = % (0gq + Opp) +w (mwapq - mw%lﬂ) + 2m125 (0 + m2w23§)} i (a,p) -
(4.18)

Klassische und Wehrl-Entropie

Wie bei jedem anderen klassischen System definieren wir nun die Entropie unseres zugeordneten
klassischen Systems (im Weiteren als ,klassische Entropie“ bezeichnet) als

Sl .= —k;/p(d) (g,p) - In (hp(d) (q,p)) dgdp|. (4.19)

Die hier auftretende Konstante h, die fiir solche Rechnungen immer eingefithrt werden muss, dient
der Normierung des Phasenraumvolumens: Wir kénnen nur die Entropie einer dimensionslosen
Funktion h - p() bestimmen, und zwar iiber die Formel —k I hp() -ln(hp(d))dq—};h’ (die dquivalent
zu Gleichung (4.19) ist). Ublicherweise wird diese Konstante als 2wh geschrieben. Wir wihlen hier
bewusst eine andere Notation, da wir & und & mit verschiedenen Bedeutungen versehen: Mit der
Grofe A beschreiben wir die Starke der quantenmechanischen Effekte in dem System, diese lassen
wir gegen Null gehen. Auch im klassischen Grenzfall miissen wir das Phasenraumvolumen aber mit
einer Konstante h normieren, und diese darf nicht gegen Null gehen, da die Entropie ansonsten
wie oben beschrieben divergiert. Deshalb betrachten wir an dieser Stelle & und h als unabhéngige
Groflen: h beschreibt den Einfluss der Quanteneffekte und h beschreibt die Grofie der diskreten
Flachenstiicke, aus welchen der Phasenraum aufgebaut ist.
Nach dieser Diskussion ist nun klar, dass
lim S(W) = §(D (4.20)
h—0
ist, denn wir kénnen SW) als —k i Q(q,p)-In (hQ(q,p)) dgdp schreiben und die Grofe h ist von
dem Grenzwert nicht betroffen. Dieses Resultat konnen wir noch prézisieren: Nehmen wir an, dass
sich der Grenzwert (4.16) als Entwicklung in % schreiben l4sst,

Qlg,p) = p'V(g,p) + hp' (g, p) + O(A) (4.21)

2Es wire auch moglich gewesen, das Q-Symbol von Anfang an mit dieser anderen Normierung zu definieren, das
ist in der Literatur aber nicht iblich.
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mit einer geeigneten Funktion oder Distribution p(*), kénnen wir auch die Wehrl-Entropie in %
entwickeln:

SW) — —k/é(q,p) -In (hQ(q,p)) dqdp

==k [ (40 + hoa.p) + OC2) - In [ . 5) + 1 (oD 0.0) + O(h)) ] dadp

™) (¢,p)
1 P a,pP 2
In(hp(e )(q,p))wp(d)(qyp) +0O(h?)

das Ergebnis lautet

SV =5 4 (k) / pD(a,p) (1+1n (hp(q,p))) dadp+O(R?) | (4.22)

=:5(1)

Grenzwertbildung fiir die von-Neumann-Entropie

Durch die fiir die Wehrl-Entropie durchgefithrte Diskussion kénnen wir jetzt auch fiir die von-
Neumann-Entropie einen sinnvollen Grenzwertiibergang definieren. An dem Beweis fiir die asym-
ptotische Gleichheit von Wehrl- und von-Neumann-Entropie in Anhang A.3 sieht man:

Sl = %11% tr (p -In (hﬁph)) . (4.23)

4.3 Inkonsistenz der Wehrl-Entropie

Wir kehren zuriick zur Betrachtung der Dynamik des Systems und wollen nun die thermodyna-
mische Konsistenz der Wehrl-Entropie untersuchen. Wir beginnen dafiir 2mit dem einfachen Fall,
dass die P- und Q-Symbole gauBiférmig sind, d.h. Pi(a, a*) := A%hefw /2 bhyw, Qa, a*) =

alt - e~lal?/(AatD)  Alg Anfangsbedingung fiir die Gaufiglocken verwenden wir eine Breite von

Aagy = b, aus Abschnitt 3.2 wissen wir, dass die Zeitentwicklung der Breite dann

Aca; =b+ (N —b)(1—e )

ist.

Um St(tOt) zu berechnen, miissen wir die Entropieproduktion im Wéarmebad und im System
ermitteln. Zur Berechnung der Entropieproduktion im Wérmebad bietet sich Gleichung (4.4) an,
aus ihr folgt durch Berechnung des Integrals:

S(med) N1
tk’y = hwlB(Aa; — N) =1n <;> (b—N)e 7. (4.24)
(W)
Die Wehrl-Entropie kann direkt ausgerechnet werden, sie ist S;w = 1+1n(1v+Aa‘). Die Ableitung
dieses Terms ist )
S (N —b)e (4.25)
k’)/ B 1+ AOét ’ '
damit ist die gesamte Entropieproduktion
gttor) N+1 1 _

=11 — b—N)e 7. 4.26
Ky T T a0~ Ne (4.26)

Abbildungen 4.2 und 4.3 zeigen, dass die Wehrl-Entropie thermodynamisch nicht konsistent ist:
Fiir bestimmte Parameterbereiche ist die Gesamtentropieproduktion negativ. Im Detail:
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Abbildung 4.3: Zeitabhangigkeit von S.’t(tOt)/(kq/) bei verschiedenen N € [0.2,1.2] und ¢ = 0.35.
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e Fir eine Anfangsbreite b > N ist St(tOt) nicht negativ.
Um dies zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass der Term in eckigen Klammern nicht negativ
wird. Dies ist aber offensichtlich wahr, da fiir diese Anfangsbedingungen die Breite A«/(t)
grofer oder gleich N ist und somit?

1 N+1 S 1 S 1
n .
N 1+ N = 1+ Aat)

e Fiir eine Anfangsbreite b < N gibt es einen Zeitpunkt ¢* > 0, ab dem St(tOt) negativ ist und
fiir alle Zeiten bleibt.
Der Grund dafiir ist, dass der Term in eckigen Klammern ab einem gewissen Zeitpunkt

positiv ist, denn
li 1 1 <1 N +1
im = nl——) .
t—oo 1 + Ac(t) 1+ N N

Diese Inkonsistenz zeigt, dass es nicht richtig zu sein scheint, die differentielle Entropie einer
Wahrscheinlichkeitsdichte im quantenmechanischen Phasenraum (also dem durch die kohérenten
Zustande konstruierten Raum, aufgespannt von ¢ und p) zu verwenden. Dessen Unterschied zu
unserem klassischen Verstdndnis des Phasenraums ist die Unschéarferelation: Dadurch, dass man
dem System prinzipiell keinen festen Punkt im Phasenraum zuordnen darf, sondern nur einen
ausgedehnten Bereich, sind die grundlegenden Ereignisse des Wahrscheinlichkeitsraums (,,System
befindet sich am Punkt (go,pp)“) nicht voneinander unabhéngig. Mathematisch wird dies durch
die Nicht-Orthogonalitdt der kohérenten Zustdnde ausgedriickt.

Die Problematik der Unschérferelation ist zwar durch die Verwendung des Q-Symbols bereits
in die Definition der Wehrl-Entropie eingegangen, das reicht aber nicht aus. Vielmehr gibt es
ein grundsétzliches Problem damit, eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir einen Ereignisraum zu ver-
wenden, dessen Ereignisse nicht unabhéngig sind. Um dieses Problem zu beheben, kénnte man
nun versuchen, diese Abhéngigkeiten herauszufiltern — also gewissermafien vor der Berechnung
die Ereignisse zu entfernen, die von den anderen abhingig sind. Dabei kann man aber auf kein
anderes Ergebnis kommen als auf die von-Neumann-Entropie, die ja gerade so definiert ist, dass
> Pn Inp, berechnet wird, wobei p, die Wahrscheinlichkeiten einer maximalen Menge von un-
abhéngigen Ereignissen sind (was einer Orthonormalbasis des Hilbertraums entspricht).

4.4 Konsistenz der klassischen Entropie

Die Definition der Wehrl-Entropie (4.8) war motiviert von der quasiklassischen Beschreibung des
Quantensystems durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung im Phasenraum. Betrachten wir aber
beispielsweise klassische Brownsche Teilchen, deren Verteilung durch eine Wahrscheinlichkeitsdich-
te p(g,p) beschrieben wird, so ist die Entropiedefinition —k [ p(g,p) - In p(q,p)% aber thermo-
dynamisch konsistent [14]. Um zu verstehen, warum die Wehrl-Entropie thermodynamisch nicht
konsistent ist, betrachten wir zunéchst noch einmal das klassische System aus Abschnitt 4.2.4.
Wir werden im Folgenden sehen, dass dessen Entropie S(°) thermodynamisch konsistent ist, und
dann anschlieBend in Abschnitt 4.5 versuchen zu verstehen, an welchem Punkt im Fall der Wehrl-
Entropie der Beweis fehlschléagt.

Um die Rechnung zu vereinfachen, schreiben wir die klassische Fokker-Planck-Gleichung (4.18)
zunéchst mit einigen neuen Definitionen um: Seien

_ Y
2mw?

und DD = v

TR (4.27)

W

in Abschnitt 5.1 werden diese Groien die Bedeutung einer Mobilitit bzw. einer Diffusionskonstante
erhalten. Auflerdem definieren wir Kréafte

F, = —mw2q und F, = —mw2p (4.28)

3 Die erste Ungleichung gilt, da fiir = > 1 die Ungleichung Inz > 1 — % gilt.
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und Strome, die jeweils in einen reversiblen und einen dissipativen Anteil aufgeteilt werden:

]écl ) j((lcl‘d)

(cl) (cl)
(cl) . £ (c — DD ¢
b p + (uF, — D'Y9,) p

q m Pt 1 a @t 1 (4.29)
j;()d) = —mw?q pgc) + (uF, — m2W2D(C1)8p) PEC )

j;)cl.x") j;cl,d)

Die dissipativen Strome enthalten die Drehbewegung um den Ursprung (siehe Abbildung 3.1)
nicht, es handelt sich also um die Stréome im Wechselwirkungsbild.
Damit kann Gleichung (4.18) neu geschrieben werden als

cl -(c c
6tp§ ) = _6q3<§ D ap]( D

4.30
_ _8qj§cl,d) _ (c)pjl()cl,d) _ (% 8, — mw?q 8p) pgcl) . (4.30)

Damit berechnen wir nun St(d). Die Zeitableitung kann in das Integral aus der Definition (4.19) der
klassischen Entropie gezogen werden, dort wird eine Produktregel angewandt, wodurch der Inte-

grand zu (8, p(d)> In (hp(d)) +6tp(d) wird. Das Integral iiber den zweiten Summanden verschwin-

det aufgrund der Normierung (4.17). In dem anderen Term wird die Fokker-Planck-Gleichung
(4.30) eingesetzt, somit ist

e _ / (204™) m (np”) dadp =k / (20s + 3p35) 0 (o) dadp

Wenn wir beide Ableitungen partiell integrieren, erhalten wir

) (cl) (cl) .(cl) (cl)
St(cl) :_k/Jq Ogpy "+ Jp " Oppy dgdp

(Cl)

cl d)a cl) -(cl,d)a (cl)
= —k/ aPt p:;)]p pPt dgdp — k:/ qpt mw2q6pp§01)> dgdp .
t

Das zweite Integral verschwindet, da pgd) im Unendlichen verschwindet. In dem ersten Integral

verwenden wir folgenden Trick: Fiir 8qp,(5d) und app§C werden die Definitionen von jé D pegie-

.(cl,d)

hungsweise jp eingesetzt. Denn dann sieht man
(cl,d)) 2 (cL,d)) 2 9
S(Cl) o k <Jq ) + (Jp ) /(mw> dodp —k Cl d)F (Cl d)FP daod
5 1C)) oD q4p — D(cl) +2 m2w? qap -
t
NG — B

(4.31)

In Anhang A.4 wird gezeigt (Gleichung (A.22)), dass das Integral im zweiten Term genau

die negative Anderung der Energie des klassischen Systems E(°) := lims_.o E®¥) ist. Demnach
kénnen wir Gleichung (4.31) folgendermafien umschreiben:

5 (cl B (el 1
gl — ey B = Al (4.32)
Fiir das klassische System gilt nun eine Einstein-Relation: 3y = 5. fkﬂE'gCl) ist aber die Entro-

pieproduktion im Warmebad St(wt) (siehe Abschnitt 4.1). Folglich ist

S(cl tot) _ S(Cl) + S(med) A§C1) >0/, (433)

dass die Grofle Agd) nicht negativ ist, sieht man sofort an der Definition in Gleichung (4.31).
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4.5 Einfiihrung einer effektiven Badtemperatur

Wir wollen nun den Beweis von eben mit der Wehrl-Entropie wiederholen, um zu untersuchen,
wieso diese thermodynamisch nicht konsistent ist. Dafiir fithren wir zunéchst einige Definitionen,
ahnlich zu Gleichungen (4.27), (4.28) und (4.29) ein: Wir haben eine neue Diffusionskonstante

(N + 1)k
2mw

D= (4.34)

und neue Strome

Jg = % Qi+ (uFy — DIy) Q4 und g, = —mw?q QO + (uF, — m*w?D0,) Qp . (4.35)

—_———
e i iy i
Mit diesen Definitionen lautet die Fokker-Planck-Gleichung (3.24)
0,Q) = —0yjq — Opjp = q](gd) (C)pj]gd) _ (% Dy — mw?q 8p) O (4.36)

und die Rechnung kann wie in Abschnitt 4.4 gefithrt werden mit dem Ergebnis

( )
/ Jq ) /(mw)? dgdp ek / )F dqdp (4.37)
- D Q, 2rh m2w2 orh '

=:A¢

— B

In Anhang A.4 wird auch gezeigt, dass das Integral im zweiten Term wieder —Et(sy *) ist. An
dieser Stelle ist es aber nicht mdoglich, wie oben die Einstein-Relation zu verwenden, denn der
Vorfaktor

_ a—hwp hw h2 2
ey _ 41— hw gy BT A
g =5 ™ f=ShH+—0F (4.38)
ist ungleich 3. Dies ist der Grund fiir die thermodynamische Inkonsistenz der Wehrl-Entropie.
Die GroBe 3 nennen wir (inverse) effektive Badtemperatur, da in der klassischen Rechnung
an dieser Stelle die inverse Badtemperatur steht. In die Temperatur 7' = [3 umgeschrieben lautet

Gleichung (4.38):

1 hw 1 h2w?

) =T+ - S 4.39

% Tr e T (4.39)

An Gleichungen (4.38) und (4.39), die in Abbildung 4.4 geplottet sind, sieht man, dass die effektive

Temperatur 7 immer groBer als die tatséichliche Temperatur (bzw. Blefh) 0) ist, und dass

die beiden Grofien zudem fiir grofle Temperaturen bzw. kleine § (oder auch i — 0) asymptotisch
gleich sind.

Fiir die thermodynamische Inkonsistenz gibt es folgende Interpretationsmoglichkeiten:

Moglichkeit 1: Wie in Abschnitt 4.3 besprochen darf man keine Entropie einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung im quantenmechanischen Phasenraum berechnen, man muss die klassische
Entropie S() der Wehrl-Entropie S(W) vorziehen. Die Wehrl-Entropie ist thermodynamisch
inkonsistent, denn es gilt

S = Ny + k(D — g) B

der zweite Term kann die gesamte Entropieproduktion genau dann negativ machen, wenn
das System Wiarme vom Bad aufnimmt. Das ist konsistent zum in Abschnitt 4.3 gefundenen
Ergebnis: Nur wenn sich die Breite der Gaufiglocke von unten der Breite des thermischen
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Abbildung 4.4: Plot der effektiven Badtemperatur (fiir die Wehrl-Entropie) gegen die tatséchli-
che Temperatur (rechts fiir T, links fiir 8 = 7).

Gleichgewichts nihert (und wenn das thermische Gleichgewicht schon fast erreicht ist sodass
der Term A klein wird), dann ist St(mt) < 0. Eine Verbreiterung der Gaufiglocke entspricht

einer Erhohung der Energie des Systems, das sieht man leicht, da

sys d’a hw
B = [laf Qa2 -
m 2
ist (siehe Rechnung in Abschnitt 4.1).

Moglichkeit 2: Der Term A; ist die tatsdchliche gesamte Entropiednderung im System und wir
haben in Abschnitt 4.1 die Warme falsch identifiziert. Das heifft, man muss dem Warmebad
tatsachlich die effektive Badtemperatur 3¢ zusprechen; die Entropieproduktion im Wir-
mebad ist demnach St(mEd) = —kﬁ(eH)Et(sys) anstatt —kﬂEt(sys). Dann ist die Wehrl-Entropie
thermodynamisch konsistent. Fiir diese Interpretation s(pri?ht, dass auch in der R-Grofle in

Etsys

Kapitel 5 die effektive Badtemperatur vor dem Term auftauchen wird.

Abschlielend bemerken wir noch, dass die effektive Badtemperatur auch im Grenzwert w — 0
in die tatséchliche Temperatur tibergeht. Bei w = 0 erhilt man anschaulich ein freies Teilchen
(,Quantum Brownian Motion*), dieses kann durch die gleichen kohérenten Zusténde beschrieben
werden wie ein Teilchen im harmonischen Oszillator. Deshalb ist es vorstellbar, dass die Entro-
piedefinition von Wehrl in diesem Fall thermodynamisch konsistent ist. Da man aber die Master-
gleichung fiir Quantum Brownian Motion (siehe [29, Gl. 3.410]) nicht aus dem Limes w — 0 der
Lindblad-Gleichung (3.2) erhélt, miisste man das noch genauer untersuchen. Dies wire moglicher-
weise ein interessantes Thema fiir zukiinftige Arbeiten.

4.6 Verwendung von P anstatt O

Die Definition der Wehrl-Entropie ist von einem gewissen Standpunkt* aus betrachtet ein wenig
willkiirlich: Stellen wir uns vor, dass wir mit dem P-Symbol beginnen, und dieses mit einer Gauf3-
glocke der Breite € > 0 falten. Fiir sehr kleine € erhalten wir Funktionen, die dem P-Symbol stark
dghneln, und sicherlich noch negative Bereiche haben kénnen. Wird € griéfler, so wird irgendwann
ein Punkt g erreicht, sodass fiir € > ¢( die resultierenden Funktionen fiir keine Dichtematrix mehr
negativ sein konnen.

Ein Kandidat fir diese Grenze g ist sicherlich die 1, denn bei ¢ = 1 erhalten wir das Q-
Symbol. Fiir dieses konnten wir leicht zeigen, dass es nicht negativ sein kann, und aufgrund der

4 Dies ist hauptsichlich ein mathematischer Standpunkt — eingangs wurde schliefilich bereits erwiahnt, dass es
eine Vielzahl physikalischer Anwendungsmoglichkeiten fiir genau die oben verwendete Definition der Wehrl-Entropie
gibt.
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Assoziativitat der Faltung kénnen fiir € > 1 die resultierenden Funktionen nicht mehr negativ sein.
Deshalb haben wir bisher das Q-Symbol verwendet. Es ist aber nicht klar, ob es moglicherweise
noch eine kleinere Schranke £y geben konnte, fiir die das Gleiche gelten wiirde. Insofern ist es nicht
klar, weshalb das Q-Symbol hier ausgezeichnet sein sollte.

Eine Funktion, die dagegen sicherlich ausgezeichnet ist, ist das P-Symbol. Deshalb werden
wir dieses im Folgenden noch einmal genauer betrachten. Fiir das P-Symbol, also € = 0, ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte zwar nicht positiv, einerseits konnen wir aus der folgenden Rechnung
aber am Ende auf den allgemeinen Fall € € (0,1) schliefien, andererseits werden die Rechnungen
spéter im Abschnitt iiber stochastische Thermodynamik benotigt.

Wir bemerken noch, dass wir ab diesem Punkt nur noch solche Dichtematrizen betrachten
konnen, deren P-Symbol nicht singulér ist, sodass der Ausdruck P(q,p) eine Bedeutung besitzt.

Die Frage, die wir nun beantworten wollen, lautet: Hat die Grofle

dqdp

4.4
=L, (4.40)

= —k/Pt ¢.p) - InPulq,p)~ 5
eine Bedeutung? Falls P;(q,p) < 0 ist, miissen wir uns fiir einen Zweig des Logarithmus ent-
scheiden. Wir werden spéter feststellen, dass die Ergebnisse der Berechnungen von physikalischen
Groflen nicht von dieser Wahl abhéngen. Wir entscheiden uns fiir folgenden Zweig: In P;(q,p) =
In |Py(q,p)| + im. In dem Fall P;(q,p) = 0 definieren wir wie tiblich P;(q,p) - In P¢(g,p) = 0.

Durch eine Aufteilung des Integrationsgebiets in den Bereich, in dem P positiv ist, und den
Bereich, in dem P negativ ist, erhdlt man Real- und Imaginérteil der eben definierten Grofle:

dqd dqd
z=—k [ PlarmPan|Gey k[ Pl WP +in) G
P>0 m
. dqdp - dgdp
=k [Pilar) i Pua. |Gy — ik [ Pilan) G

Der Imaginérteil besitzt also eine ganz einfache Deutung: Er gibt gewissermafien an, wie stark die
Quanteneffekte sind, indem nur der negative Teil von P gemessen wird.
Den Realteil konnte man versuchsweise als Entropiedefinition

dgdp

57 —_k/Pt (¢:) 0 [Pi(g.p)] 5 -

(4.41)

verwenden. Dabei stellt sich heraus, dass die Rechnung aus Abschnitt 4.5 wortwortlich wiederver-
wendet werden kann, der einzige Unterschied ist ein Faktor in der Fokker-Planck-Gleichung (3.4),
der einer anderen Diffusionskonstante

YNh
2mw

DP) .= (4.42)

entspricht (vergleiche Gleichung (4.34)), zudem gibt es wieder neue Definitionen der Stréme:

jép) = % P+ (uFy — DO,) Py und jl(]” = —mw?q Py + (uF, — m*w?*D™9,) P, .
—_———

s 3 i iy
q
(4.43)
Deshalb ist analog zu Gleichung (4.37)
(-(P,d))Q + (-(7’;d))2 /(mw)? (73
GP) _ k / Ja Jp dgdp M / (7;, d)F —I- dqdp
¢ D(P) Py 27h D(P) mw2 21h
(4.44)

Im Abschnitt A.4 im Anhang wird gezeigt, dass mit der neuen Diffusionskonstante D7) und den
verdnderten Strémen j,, j, fir das zweite Integral wieder exakt derselbe Ausdruck wie in der
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Abbildung 4.5: Plot der effektiven Badtemperatur (fiir die Entropie aus Gleichung (4.41) gegen
die tatséichliche Temperatur (rechts fiir T, links fiir 8 = 75).

vorherigen Rechnung mit dem Q-Symbol, niimlich —Et(sys) herauskommt. In jener Rechnung oben
wussten wir aber, dass der erste Term nicht negativ ist. Das ist in diesem Fall aber nur dann klar,
wenn das P-Symbol nicht negativ ist. Es ist schwer, aus dieser Gleichung weitere Informationen
zu extrahieren; in Abschnitt 5.2 werden wir aber durch eine andere Herangehensweise genauer
verstehen, was hier passiert.

An dieser Stelle soll nur noch die effektive Badtemperatur

hwB _ 1 hw hw?
(Pef)y . _H __ € — 2y T g3 4.45
B = o el el (4.45)
diskutiert werden, mit der der zweite Term von (4.37) zu —St(med) wird. In die Temperatur T

umgeschrieben, lautet Gleichung (4.45):

2,2
T(P,eff):Tfler 1 Aw

5% 1T w2 T (4.46)

In Abbildung 4.5 sind Gleichungen (4.45) und (4.46) geplottet; im Gegensatz zur effektiven Bad-
temperatur fir die Wehrl-Entropie aus Abschnitt 4.5 ist diese neue effektive Badtemperatur nun
immer kleiner als die tatsichliche Temperatur (bzw. 8 (Preff) 0). Fiir groBBe Temperaturen 8 — 0
oder auch fiir i — 0 sind aber S(P-¢®) und 3 asymptotisch gleich (wie auch 3¢ und f).

Da die eine effektive Badtemperatur (4.38) grofier und die andere effektive Badtemperatur
(4.45) kleiner als die tatséchliche Temperatur ist, stellt sich schlieBlich noch die Frage: Kénnte man
fiir Verteilungen, die ,zwischen Q und P* liegen, also fiir € € (0, 1) (wie zum Beispiel die Wigner-
Funktion aus Abschnitt 2.3.4 bei € = %), eine effektive Badtemperatur erreichen, die exakt gleich
der tatséchlichen Temperatur ist? Dies ist aber unmoglich. Bei der oben besprochenen Glattung
des P-Symbols mit einer Gaufiglocke der Breite ¢ wiirden wir offenbar eine Diffusionskonstante

D= V(Qi:j)h in der resultierenden Fokker-Planck-Gleichung erhalten. Dann wére

h2w?

(1—6s+6e2)3% -,

pem = % =0+ %(1 —26)8° +

dies ist fiir alle € nicht identisch zu § (denn e miisste % sein, damit der zweite Term verschwindet,
dann verschwindet aber der dritte Term nicht).
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Kapitel 5

Thermodynamik auf
Trajektorienebene

5.1 Stochastische Thermodynamik

Als weiterer wichtiger Punkt soll iiberpriift werden, ob man Konzepte der stochastischen Ther-
modynamik auf dieses Problem tibertragen kann. Im Gegensatz zur Ensemble-Thermodynamik
betrachtet die stochastische Thermodynamik nicht nur die Mittelwerte, die sich aus den vielen
einzelnen Realisierungen des Ensembles ergeben, sondern auch diese einzelnen Realisierungen.
Man versucht, thermodynamische Groflen wie Arbeit, Warme oder Entropie dann auf der Ebene
dieser Trajektorien zu definieren. Es folgt ein kurzer Einblick in die Grundideen dieses Gebiets,
Details finden sich beispielsweise in [13].

Ein paradigmatisches Beispiel der stochastischen Thermodynamik ist das eines kolloidalen
Teilchens, das eine Brownsche Bewegung ausfiihrt. Auf der Ensembleebene gibt es eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung p:(x) dafiir, das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ am Punkt z zu finden, diese
entwickelt sich nach einer Fokker-Planck-Gleichung. Betrachten wir nun ein einzelnes kolloidales
Teilchen, so wird dieses durch eine stochastische Bewegungsgleichung, die sogenannte Langevin-
Gleichung beschrieben. Dabei ist wichtig, dass man aus einer gegebenen Langevin-Gleichung immer
wieder eindeutig die Fokker-Planck-Gleichung berechnen kann. Kennt man dagegen nur die Fokker-
Planck-Gleichung, so gibt es im Allgemeinen unendlich viele zugeordnete Langevin-Gleichungen.
Ist man nur an Ensemble-Groflen interessiert, so ist diese Wahl aber nicht von Bedeutung. Zur Be-
rechnung der Fokker-Planck-Gleichung aus der Langevin-Gleichung und umgekehrt siehe auch [8].

Eine andere Betrachtungsweise ist die, dass man die Menge aller moglichen Trajektorien
x(7) des Kolloids betrachtet, und deren Wahrscheinlichkeiten p[z(7)] (,Pfadgewichte). Um nun
Ensemble-Mittelwerte von Groéflen zu bestimmen, deren Werte auf Trajektorienebene bekannt
sind, ist es notig, einen Mittelwert iiber alle Trajektorien zu bilden. Ein solches Integral iiber alle
moglichen Trajektorien heifit Pfadintegral, fiir das Integrationsmaf schreiben wir D[z (7)] (eine
exakte Definition des Pfadintegrals findet sich beispielsweise in [46]). Fiir eine gegebene Grofe
Q(z(1)) auf Trajektorienebene kénnen wir also mit dem Pfadintegral

@ = [ dzopolan) [ Dlatr)]pletrleo] 2(x(r) 6.1

den Ensemble-Mittelwert berechnen. Dabei ist pg(z¢) die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das
Kolloid zum Anfangszeitpunkt und p[x(7)|zo] die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir die Trajektorie
2(7) mit dem Anfangspunkt xg. Genauso kann man mit dem Pfadintegral auch zu der gegebenen
Anfangsverteilung pg die Verteilung zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ berechnen:

prle’) = / dzo po (o) / Dle(r)] plae(r)| o] (5.2)
z(7)=a’

Auf diesem Geriist aufbauend ist es wie erwéahnt moglich, thermodynamische Grofien auf der
Ebene der einzelnen Trajektorien zu definieren. Sie miissen immer so definiert werden, dass ih-
re Ensemblemittelwerte nach Gleichung (5.1) wieder die entsprechenden Gréflen der Ensemble-
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Thermodynamik sind. Fiir die Trajektorie eines einzelnen Kolloids kann man zum Beispiel ange-
ben, wie grof§ die verrichtete Arbeit und die dissipierte Wéarme sind. Bereits auf Trajektorienebene
gilt dann der erste Hauptsatz der Thermodynamik [47]. Wichtiger fiir diese Arbeit ist die Definiti-
on der Entropie auf Trajektorienebene, s(z(7)) = —kIn p,(z(7)). Von dieser Definition ausgehend
wurde in [14] gezeigt, dass nicht nur der zweite Hauptsatz der Thermodynamik <As(t°t)> > 0 folgt,
sondern auch ein integrales Fluktuationstheorem

<e*AS“’°”/k> —1]. (5.3)

Die eckigen Klammern meinen hier das Ensemblemittel iiber alle moglichen Anfangspunkte (go, po)
und Trajektorien (g(7), p(7)).

Dieses integrale Fluktuationstheorem ist eine préazisere Formulierung des zweiten Hauptsatzes,
da man daraus den zweiten Hauptsatz mit der Jensenschen Ungleichung [42, Thm. 86] folgern
kann. Das Fluktuationstheorem macht aber dariiber hinaus noch eine Aussage tiber die einzelnen
Trajektorien, ndmlich wie viele von ihnen durchschnittlich den Hauptsatz verletzen und wie stark
[48,49]. Fluktuationstheoreme sind also sehr wichtige Gleichungen. Es existieren auler Gleichung
(5.3) noch weitere Fluktuationstheoreme, beispielsweise die Jarzynski-Relation [15]

(7)) = 7B, (5.4)

wobei w die verrichtete Arbeit entlang einer Trajektorie und AF die Differenz der freien Ener-
gie ist. Die Entdeckung dieser Relation war ein bedeutendes Ereignis in der Entwicklung der
stochastischen Thermodynamik. Die Arbeit [14] zeigt zudem, wie all diese Fluktuationstheoreme
verallgemeinert werden konnen, und dass es einen fundamentalen Zusammenhang beispielsweise
zwischen dem Verhalten des Systems unter Zeitumkehr und Gleichung (5.3) gibt (siehe auch [50]).
In Abschnitt 5.2 werden wir das noch genauer sehen.

Anwendung auf das hier beschriebene Quantensystem

Wir kénnen auch fiir das Quantensystem, um das es in dieser Arbeit geht, einen Trajektorienbe-
griff definieren: Jeder Phasenraumpunkt (g, p) entspricht der Dichtematrix eines reinen kohérenten
Zustands |q, p){q, p|. Eine kohirente Trajektorie im Phasenraum ist also eine zeitlich verédnderli-
che Dichtematrix, die zu jedem Zeitpunkt einen reinen kohérenten Zustand beschreibt. So wie im
klassischen Fall ein einzelnes Teilchen zu jedem Zeitpunkt einen definierten Ort und Geschwindig-
keit besitzt, kann man aufgrund der P-Darstellung jede Dichtematrix als klassische Mischung (mit
moglicherweise teilweise negativen Koeffizienten) von ausschliellich solchen Anteilen auffassen, die
wohldefinierten Phasenraumpunkten entsprechen.

Damit das alles funktionieren kann, ist es aber notwendig, nicht das Q-Symbol sondern das
P-Symbol als die (Pseudo-) Wahrscheinlichkeitsverteilung zu verwenden. Denn ein maximal lokali-
sierter Zustand sollte wie im klassischen Fall einer d-Funktion in der Wahrscheinlichkeitsverteilung
entsprechen. Dies ist bei der Q-Darstellung nicht der Fall (siehe Beispiel 1 in Abschnitt 2.4).

Der Vollstandigkeit halber sei hier noch angemerkt, dass dies nicht die einzige Mdoglichkeit ist,
stochastische Trajektorien fir offene Quantensysteme zu definieren. In der Arbeit [51] von Horo-
witz wird gezeigt, wie man eine stochastische Schrodingergleichung aufstellen kann, und dann die
von-Neumann-Entropie entlang dieser Trajektorie definieren. Es zeigt sich, dass man mit der dort
verwendeten Trajektoriendefinition einen ersten Hauptsatz auf Trajektorienebene und ein Fluktua-
tionstheorem fiir die Entropieproduktion beweisen kann. Das ist auch das zu erwartende Ergebnis,
denn die von-Neumann-Entropie ist ja auch auf Ensembleebene thermodynamisch konsistent.

Assoziierte Langevin-Gleichungen in der P-Darstellung

Wie bereits beschrieben, gibt es zu einer Fokker-Planck-Gleichung immer (im Allgemeinen nicht
eindeutige) assoziierte Langevin-Gleichungen. Langevin-Gleichungen sind stochastische Differen-
tialgleichungen (siehe z.B. [8, Kap. 3.3.3]), da die Trajektorie des Teilchens nicht nur von der
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Anfangsbedingung abhéngt: Fiir eine gegebene Anfangsbedingung wird nicht jedesmal die glei-
che Trajektorie realisiert. Stattdessen tritt jede mogliche Realisierung mit einer endlichen Wahr-
scheinlichkeit p[x(t)] auf. Im Folgenden wird fiir solche stochastischen Differentialgleichungen eine
symbolische Schreibweise verwendet, die aussieht wie eine gewohnliche Differentialgleichung und
zudem noch eine ,stochastische Kraft® & enthélt. Fiir einen Wiener-Prozess dx; = dW; wird
also beispielsweise die Schreibweise ©; = & verwendet, mit den Zusatzangaben (£;) = 0 und
(&t&p) = 6(t — t'). Die Funktion x; ist zwar nirgends differenzierbar, die Gleichung ist aber durch
stochastische Integration® zu verstehen.

[8, Kap. 3.4] beschreibt, wie man die Koeffizienten der Langevin-Gleichung aus der Fokker-
Planck-Gleichung berechnen kann. Aus der P-Gleichung (3.4) liest man ab, dass die Grofle, die
—qv/2+p/m

i i « i M =
in [8] ,Driftvektor* genannt wird, D (—p’y Jomuw?q

) ist, und die ,Diffusionsmatrix“ ist

0 m2w? (wobei der obere Eintrag jeweils zur ¢-Gleichung gehort). Gleichungen

[8, 3.118] und [8, 3.119] liefern dann sofort

D@ _ pP). (1

1
i =pkF, + &+ —
G = pFy+& P (5.5)

P = By + mt] — muq

wobei (&) = (€1) = 0, (€)= 0 und (&&) = (€¢},) = 2DP) 6(t — ¢') sind.

Wir bemerken, dass fiir das zugeordnete klassische System aus Abschnitt 4.2.4 dieselben
Langevin-Gleichungen gelten, es muss nur D(P) durch D) ersetzt werden. Dies zeigt, dass in
diesem klassischen System ¢ und p keine konjugierten Variablen sind, da beide unabhéngig ver-
rauscht sind.

5.2 R-Grofle und Fluktuationstheorem

Wie in [14] gezeigt wurde, kann man Gréfien erhalten, die ein integrales Fluktuationstheorem er-
fiillen, indem man das Verhalten von Trajektorien bei der Abbildung auf eine konjugierte Dynamik
(zum Beispiel Zeitumkehr) untersucht.

Wir schreiben wie oben bereits erwihnt p[q(7), p(7)|qo, po] fiir die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass die Trajektorie (q(7), p(7)) realisiert wird, unter der Bedingung dass sich das Teilchen anfangs
am Punkt (qo, po) befindet. Fiir die in der Zeit riickwérts durchlaufene Trajektorie schreiben wir
(G(7),p(7)). Wir definieren also

q(r)=q(t—=7) wnd  p(r) =—p(t—71), (5.6)

wobei wir bei der Zeitumkehr auch das Vorzeichen von p umkehren miissen, sodass das Bild der
Trajektorie im (g, p)-Raum tatsichlich an der g-Achse gespiegelt wird.?

Sei (g¢, pt) der Endpunkt der Trajektorie (¢(7), p(7)) und p[g(7), p(7)|q:, —p:] das Pfadgewicht
der Riickwartstrajektorie. Man definiert nun die R-Grofle als Kombination dieser Pfadgewichte
mit einer Anfangswahrscheinlichkeitsverteilung Py(g,p) und deren Zeitevolution nach Gleichung

(34), Pe(q,p):

Dl kln pla(7), p(7)l90, Pol Po(q0; Po)
Rl P POl i= 0 oy Brlar, —pd Prlas. o) | (6.)

Diese Definition ordnet jeder Trajektorie einen Wert R zu.

1 In dieser Arbeit wird durchgehend das Integrationskalkiil von Stratonovich verwendet, wie in der statistischen
Physik tblich.

2 Es ware auch moglich, die Umkehr des Vorzeichens wegzulassen, da fiir diese Rechnung nur irgendeine konju-
gierte Dynamik benétigt wird. Das heifit, die so berechnete R-Groéfie wiirde dann auch ein integrales Fluktuations-
theorem erfiillen — diese R-Grofle hdtte aber nichts mit der Gesamtentropie zu tun.
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5.2. R-GROSSE UND FLUKTUATIONSTHEOREM

Man sieht sehr leicht, dass diese R-Grofle das integrale Fluktuationstheorem
(emB/ky =1 (5.8)

erfullt. Man kann diesen Mittelwert ndmlich einfach berechnen:
_ dqgodp _
O :/%PO(QO;]?O)/D[Q(T)7P(T)]P[Q(T)aP(T”‘IOaPO]e Rk

= / dgt:é?t Pi(qt, —pt) /D[(j(T),ﬁ(T)]ﬁ[(’j(T),p(T”qt,_pt] —1.

In dem Fall, dass die R-Grofle immer reell ist, kann man mittels der Jensenschen Ungleichung
direkt (R) > 0 folgern. Fiir die klassische Brownsche Bewegung ist (R) gerade die gesamte Entro-
pieproduktion im System [14], bzw. R ist die gesamte Entropieproduktion auf Trajektorienebene.
Es ist also interessant zu berechnen, was die R-Gréfle in dem hier besprochenen quantalen Fall ist.

Berechnung von R

Im Anhang A.5 ist die Berechnung der Pfadgewichte plq(7),p(7)|q0,po] dargestellt (siehe Glei-
chungen (A.28), (A.29)). Um p[g(7),p(7)|qt, —p:], das Pfadgewicht der Riickwartstrajektorie, zu
berechnen, gentigt es, innerhalb des Integrals in der Wirkung die Vorzeichen von ¢ und p umzukeh-
ren. Somit sind die meisten Summanden der Wirkungen A[q(7), p(7)] und A[G(7), p(7)] identisch:

Aal). 7)) = Ala(r) (7)) = iy [ By iy = L (B~ Fy)

0
Daraus kann man sofort den Quotienten der Pfadgewichte ablesen:
pla(7), p(7)|90, Po] (P eff) /t. . 2
In — — =g\ GF, + pF,/(mw)”dT . 5.9
#la(r). 500 as- 1] , Lt ph/ ) 59
Analog zur oben erwdhnten Definition der stochastischen Entropie s(z(t)) = —klnp,(x(t))
definieren wir
z(q(t),p(t)) == —kInP(q(t), p(t)) - (5.10)

Dies kann man als Analogon zur Z-Grofle aus Gleichung (4.40) verstehen, wobei z(q(t), p(t)) aber
fiir einzelne Trajektorien definiert ist, und Z; nur fiir das gesamte Ensemble. Offenbar macht diese
Definition insofern Sinn, dass (z) = Z; gilt. Mit dieser Definition kénnen wir einen Ausdruck fiir
R angeben, nédmlich

t
Rlq(7),p(1); Po] = Az + k3P efb) /0 GF, + pr/(mw)2 dr, (5.11)

wobei Az = z(q(t), p(t)) — 2(¢(0),p(0)) ist.

Konditionierte Mittelwerte

Fiir eine Interpretation des Ergebnisses miissen wir zuerst noch den zweiten Term verstehen. Nach
[14] erwarten wir, dass er die Entropieproduktion im Wirmebad auf Trajektorienebene angibt.
Um dies zu verifizieren, miissen wir das Ensemblemittel davon berechnen und mit dem Ergebnis
aus Abschnitt 4.1 vergleichen.

Das Ensemblemittel kann am besten in zwei Schritten berechnet werden: In einem ersten
Schritt berechnen wir den konditionierten Mittelwert (- | ¢, p, 7) iiber alle Trajektorien, die zum
Zeitpunkt 7 am Punkt (g, p) sind. Das gesamte Mittel ist dann

()= /<- la,p,7) ~7’T(q7p)% : (5.12)
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KAPITEL 5. THERMODYNAMIK AUF TRAJEKTORIENEBENE

Demnach miissen wir als erstes die konditionierten Mittelwerte (¢ | ¢,p, 7) und {p | ¢, p, 7) berech-
nen. Das Ergebnis der Rechnung in Anhang A.6 ist

i(P)

(@) ap,7) Pr(q,p) = 5 und (B |q,p.7) Pr(q,p) =45 . (5.13)

Mit diesem Ergebnis und Gleichung (5.13) kénnen wir nun das Mittel des Integranden in
Gleichung (5.11) angeben, es ist

(P,d)
. . o (P Jp Fp\dgdp 1 dgdp
<qu + pF,/(mw) > = / (Jé )Fq + 7712(,..121)) onh + m (pFy — qu)P‘F<Qap)% )
0
dies ist gleich —E™*) (siche Abschnitt 4.6 oder A.4). Aus Gleichung (5.11) folgt also
(R) = AZ — kP HAEEYS) = AZ 4 Ag(medefd) | (5.14)

dadurch motiviert kénnen wir fiir den zweiten Term in Gleichung (5.11) auch As(™edef) schreiben:

Rlq(7),p(7); Po] = Az + Astmeded) (5.15)

Interpretation

Nach unseren obigen Betrachtungen erfiillt dieses R ein integrales Fluktuationstheorem (e_R/ kY =
1. In dem Fall, dass Py und P; nicht negativ sind, ist R reell und wie oben erwahnt die Ungleichung
von Jensen anwendbar, es gilt also (R) > 0. In diesem Fall ist AZ = AS) und somit ist in
diesem Fall die Entropiedefinition S®) aus Gleichung (4.41) unter Verwendung der effektiven
Badtemperatur §(Fef) = D’(ﬁ,), die schon in Abschnitt 4.6 besprochen wurde, thermodynamisch
konsistent. Das war aber bereits aus Gleichung (4.37) bekannt.

Auch wenn R nicht reell ist, gilt das integrale Fluktuationstheorem dennoch. Es ist nun wichtig

zu bemerken, dass

As — AsP) 4 +imr  Vorzeichen von P andert sich (5.16)
0 Sonst
ist. Da eTi™ = —1 ist, ist also
e_R/k _ e_AZ/k_AS(med,eH)/k S e_AS(P)/k_As(med,eH)/k ) (517)

Wenn nun R tatséchlich nicht reell ist, gibt es Trajektorien, fiir die ,,<* und nicht nur ,,<¢ gilt.
Damit ist dann

<e_AS(77)/k_As(med,eff)/k.> —C>1= <e—R/k> (5.18)

eine Konstante C, die grofler als 1 ist. Da jetzt alle Groflen reell sind, konnen wir auch hier die
Ungleichung von Jensen anwenden, sie liefert aber nur

|ASP) £ Agmedel) > iy ] (5.19)

und —In C ist kleiner als 0. Hier gibt es also die Moglichkeit, die thermodynamische Konsistenz
zu verletzen — selbst mit effektiver Badtemperatur (P,
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Kapitel 6

Ausblick: Generalisierte koharente
Zustande

In dieser Arbeit wurde als Modellsystem ausschliellich der harmonische Oszillator betrachtet, da
dessen kohérente Zustédnde besonders einfach sind. Der harmonische Oszillator ist zwar ein gutes
Modell fiir viele Systeme, es gibt aber natiirlich auch Systeme, die sich nicht auf harmonische
Ostzillatoren abbilden lassen.

Es ist aber moglich, das Konzept der kohdrenten Zusténde auf eine wesentlich groflere Klasse
von Systemen zu verallgemeinern. Die ersten Grundideen fiir die Konstruktion von generalisierten
kohérenten Zustédnden stammen von Klauder aus dem Jahr 1962 [52,53]; 1972 veroffentlichten
Perelomov [2] und Gilmore [54] unabhéngig voneinander vollstindige Konstruktionsvorschriften
fiir generalisierte kohérente Zustidnde, die sich nur in Details unterscheiden.

In diesem Kapitel soll nur noch ein kurzer Uberblick in das Thema gegeben werden, wobei mog-
liche Ansatzpunkte fiir weiterfithrende Arbeiten genannt werden. Die Zusammenfassung orientiert
sich an dem Review [55] von Zhang, Feng und Gilmore und an dem Buch [18] von Perelomov.

6.1 Allgemeine Konstruktion

Gruppentheoretische Betrachtung der kanonischen kohdrenten Zustidnde. Es hat sich
gezeigt, dass der beste Ausgangspunkt flir die Verallgemeinerung der kohérenten Zusténde der
Verschiebungsoperator D(«) aus Abschnitt 2.2 ist. Dafiir bemerken wir folgende gruppentheoreti-
sche Sichtweise dieser Definition: Die Operatoren {1, a', a,afa} bilden eine Basis einer Darstellung
der Heisenberg-Weyl-Algebra hy (die definiert ist durch genau die Kommutationsrelationen dieser
vier Operatoren) auf dem Hilbertraum H. Durch Exponentiation

{exp (ip1+ aal —afa+ i5aTa) |a € C,p,0 € R} (6.1)

erhalten wir eine unitére irreduzible Darstellung der Heisenberg-Weyl-Gruppe H, (nach dem Theo-
rem von Stone und von Neumann ist das bis auf unitire Aquivalenz die einzige solche Darstellung
auf separablen Hilbertrdumen).

Wir betrachten nun die Untergruppe K von Hy, deren Elemente bei der durch die obige Dar-
stellung gegebenen Wirkung auf H den Grundzustand |0) nur um eine Phase &ndern (,,maximale
Isotropie-Untergruppe®). Die Darstellung von K ist offenbar

{exp (ip1+ida’a) p,0 € R} . (6.2)
Die Menge der kohédrenten Zustéinde ist der Orbit des Zustands |0) unter der Wirkung des Quotien-

ten Hy/K: Die Elemente dieses Quotienten werden durch den komplexen Parameter a beschrieben,
als Représentanten einer Nebenklasse wéihlen wir

D(a) = exp (aa’ — a*a) (6.3)
(siehe Gleichung (2.8)).
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KAPITEL 6. AUSBLICK: GENERALISIERTE KOHARENTE ZUSTANDE

Allgemeine Konstruktion. Fiir den Algorithmus zur Konstruktion generalisierter Zusténde
werden zusammengefasst folgende drei Bausteine benotigt:

1. Eine Lie-Gruppe G und ihre Lie-Algebra g. Fiir ein gegebenes physikalisches System wird
diese tiblicherweise wie folgt bestimmt: Man suche eine endliche Menge von Operatoren
{T;}, sodass der Hamiltonoperator H eine Linearkombination dieser Operatoren ist, und
alle anderen interessanten Observablen auch durch diese ausgedriickt werden kénnen. Zudem
soll span{T;} eine abgeschlossene Algebra sein', d.h. [T}, T;] € span{T;} fiir alle Paare T;, T}.
span{T;} ist dann eine Darstellung der Lie-Algebra g, die Lie-Gruppe G erhdlt man durch
Exponentiation.

2. Eine unitére irreduzible Darstellung D der Lie-Gruppe auf einem Hilbertraum. Wenn die
Lie-Gruppe wie oben aus einem physikalischen System konstruiert wird, hat man diese au-
tomatisch gegeben.

3. Ein Ausgangsvektor |tg). Dieser ist prinzipiell beliebig, sollte aber fiir unsere Zwecke so ge-
wahlt werden, dass die resultierenden kohérenten Zusténde méglichst nahe an den klassischen
liegen, fiir Details siehe [18, Kap. 2.4] und [56].

Analog zu der Heisenberg-Weyl-Gruppe oben wird dann die maximale Isotropie-Untergruppe
von G konstruiert,

K = {k € G|D(k) [40) = ) o) (o(k) € R) } . (6.4)

Daraus ergibt sich der Quotientenraum G/K, fiir jede Nebenklasse 2 € G/K wihlen wir einen
Représentanten g(2) € G sodass Q = g(2) K. Die generalisierten kohérenten Zustiande der Gruppe
G sind dann die Vektoren

[12) = D(g(2)) [tko) |- (6.5)

Eigenschaften. Die Menge G/K kann immer geometrisch als Riemannsche Mannigfaltigkeit
verstanden werden. Zudem kann man durch geeignete Wahl des Ausgangsvektors [¢)g) iiblicher-
weise erreichen, dass die kohérenten Zusténde eine minimale Unschérfe besitzen. Falls der Hamil-
tonoperator linear in den Generatoren der Lie-Algebra ist, sieht man drittens sofort, dass unter
der unitdren Dynamik (2.16) kohérente Zustdnde nur wieder in kohérente tibergehen. Generali-
sierte kohérente Zusténde geben uns also ein klassisches Bild des Systems, genau wie wir es beim
harmonischen Ostzillator gesehen haben.

Aufgrund der geometrischen Eigenschaften des Raums kann man immer ein translationsinva-
riantes Maf} p auf G/K konstruieren, es gilt

| 1ol du@) 1), (6.6)
G/K

die Menge der generalisierten kohérenten Zusténde ist also iibervollsténdig. Die Vollstédndigkeitsre-
lation (6.6) ldsst sich in der Sprache der Gruppentheorie sehr elegant beweisen: Sei O das Integral
in (6.6) und sei g € G. Dann ist D(g) |Q) = €#(9) |Q0'), also

D(g)O = D(g)OD(g~'g) = D(9)OD(9)' D(g)

- /G/K (D(9) [0) (2 D(9)") du(2)D(g)

- / Y| du(Q)D(g) = / )| du(€)D(g) = OD(g) -
G/K G/K

Da die Darstellung D irreduzibel ist, ist nach dem Lemma von Schur [57, Theorem 6.1] O 1.

1Diese Bedingung macht die Konstruktion in der Praxis haufig schwierig.
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6.2. BEISPIEL: SPINSYSTEME

Schlieflich kann man fiir jede Dichtematrix ein Q-Symbol Q(Q2) := (Q|p|Q?) angeben; unter
gewissen Voraussetzungen existiert auBerdem ein P-Symbol sodass p = [, K P(Q2) [)(Q du($2).
Der allgemeine Beweis dafiir funktioniert grofiteils analog zu dem Beweis in Anhang A.1.

Wir bemerken noch folgende weitere Eigenschaften, die die generalisierten kohédrenten Zustande
interessant machen: Wenn die Lindblad-Operatoren in der Lie-Algebra g enthalten sind, sind
kohérente Zustédnde unter der Lindblad-Dynamik in einem gewissen Sinn maximal robust (fir
Details siehe [58]). Auflerdem eignen sie sich zur Beschreibung von generalisierter Verschréankung
[59].

6.2 Beispiel: Spinsysteme

Die folgenden Definitionen orientieren sich meist an [60], dort sind auch die Rechnungen zu finden.
Auch [18] und [55] enthalten Abschnitte zu diesem Beispiel. Zu den Grundlagen siehe [20, Seite
8511.].

Der Zustandsraum eines Systems mit Spin j ist ein (2§ + 1)-dimensionalen Hilbertraum H,,
aufgespannt von den Vektoren

li,m=—=5),....l5,m=7-1),lj,m=7j) . (6.7)
Von Interesse sind die Drehimpulsoperatoren J, und J4 mit

g |j,m) = hm|j,m) und (6.8)
Jilj,m) =h/j(G+1) —m(m=£1)|j,m=*1) . (6.9)

Diese Operatoren bilden aufgrund ihrer Kommutationsrelationen auf H; eine irreduzible Dar-
stellung der Drehimpulsalgebra su(2), fir die dynamische Gruppe G verwenden wir also SU(2).
Um die kohdrenten Zustdnde zu konstruieren benétigen wir noch einen Anfangszustand, wir wih-
len [¢9) = |7, j). Wir sehen, dass die maximale Isotropie-Untergruppe K; aus folgenden Elementen

besteht:
i
= oo (<559%)

Man kann zeigen, dass SU(2)/U(1) isomorph zur 2-Sphére ist, die Elemente der Darstellung von
SU(2)/U(1) sind

g€ [0,2@} ~U(1). (6.10)

{exp {§J+ - i:J_Hﬁ = —gei‘p,ﬁ e0,m),p € [0,27r)} . (6.11)

Folglich sind die SU(2) kohérenten Zusténde

15,9, 9) = exp {§J+ - g;J_} .4} (6.12)

Berechnet man die Erwartungswerte des Operators J := (Jy, J,, J.)" (wobei J, = (I +Jo)
und J, = 5 (J4 — J_) ist), erhilt man:

. sin(¥) cos(p)
(G, 0, @l 13, 9,0) = hj | sin(?) Zi;;(@) : (6.13)

Dadurch haben wir folgendes quasiklassisches Bild: Der kohérente Zustand |j,4, ) entspricht

einem Drehimpuls, dessen Richtung in Kugelkoordinaten durch die Winkel ¥ und ¢ angegeben
wird, und dessen Betrag hj ist.
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Es gilt schliefflich die Vollstdndigkeitsrelation

47
27 +1

(6.14)

T 27
/dmmm dip 5,9, @) (5, 9, 0| =
0 0

und fiir eine gegebene Dichtematrix p ist es moglich, ein P- und ein Q-Symbol zu bestimmen (in
diesem Fall ist das P-Symbol sogar nicht singulir). Damit ist es auch moglich, die Wehrl-Entropie

2m

SW) ::% /O dv sin() i de Q9 ¢) - In Q(Y, p) (6.15)

zu definieren; wie bereits in Abschnitt 4.2.2 angemerkt wurde, minimieren reine kohérente Zustén-
de auch in dieser Fall der Spinsysteme die Wehrl-Entropie [45].

6.3 Zukiinftige Fragestellungen

Es wére nun interessant zu sehen, ob die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse auf weitere Syste-
me verallgemeinert werden kénnen: Es steht zu vermuten, dass die Wehrl-Entropie auch fiir andere
Systeme thermodynamisch inkonsistent ist. Kann man aber mdéglicherweise auch fiir andere Sys-
teme eine effektive Badtemperatur einfithren? Falls ja, ist diese dieselbe wie fiir den harmonischen
Oszillator (Gleichung (4.38))7 Oder gibt es zumindest einen allgemeinen Zusammenhang zwischen
den verschiedenen effektiven Badtemperaturen?

Vermutlich wére es hilfreich, zunéchst noch ein weiteres Modellsystem zu betrachten. Das
einfachste mogliche ist ein Zwei-Niveau-System, welches durch die im letzten Abschnitt dargestellte
Prozedur mit j = % und einem Hamiltonoperator H = w.J, beschrieben werden kann.? Die
dissipative Dynamik eines solchen Systems kann durch folgende Lindblad-Gleichung beschrieben
werden [29, Gl. 3.219]:

N
dipi :;—hQ 2T ped— — J_Jypr — ped_Jy)
+ D @I pidy = Jedopy = puds )

Analog zu der Rechnung in Abschnitt 3.1 kann man in Ausdriicken wie J ’%,19, g0><%,19, go’ den
Operator J; durch eine Kombination von Differentialoperatoren ersetzen und so eine Differenti-
algleichung fiir das P- und das Q-Symbol erhalten [62]. Diese ist zwar komplizierter als Gleichung
(3.3), aber immer noch vom Fokker-Planck-Typ. Um die thermodynamische Konsistenz der Wehrl-
Entropie zu untersuchen, miisste man mit dieser Gleichung dann die Anderung der Wehrl-Entropie
berechnen.

2 Dieses System wurde bereits 2011 in einer Bachelorarbeit von Kleinbach untersucht, allerdings mit einer anderen
Entropiedefinition aus einer Beschreibung des Systems mit Sprung-Trajektorien [61]. Hierbei zeigte sich auch eine
Inkonsistenz der Entropiedefinition, aufler bei einer starken Einschriankung der erlaubten Anfangsbedingungen.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Das Ziel dieser Bachelorarbeit war es, mit Hilfe von kohérenten Zusténden eine quasiklassische
Beschreibung von offenen Quantensystemen zu erhalten. Diese sollte dann genutzt werden, um
thermodynamische Eigenschaften der Systeme zu untersuchen. Dazu haben wir als exemplarisches
Modell einen harmonischen Oszillator betrachtet, der in Kontakt mit einem Warmebad steht.

Zu Beginn der Arbeit haben wir noch einmal diejenigen Eigenschaften der kohérenten Zusténde
des harmonischen Ostzillators rekapituliert, die sie so niitzlich fiir eine quasiklassische Beschreibung
machen: Sie besitzen eine minimale Unschérfe, sodass sie einem klassischen Teilchen, welches
an einem Punkt des Phasenraums lokalisiert ist, moglichst nahe kommen. Die Bewegung dieses
Punktes im Phasenraum ist auflerdem identisch zu der Phasenraumtrajektorie eines klassischen
Teilchens im harmonischen Oszillator.

Der Zustand eines offenen Quantensystems wird tiblicherweise durch eine Dichtematrix be-
schrieben. Es zeigte sich, dass die kohédrenten Zusténde eine exzellente quasiklassische Anschauung
von Dichtematrizen liefern: Analog zu einem klassischen Ensemble von Teilchen kann eine belie-
bige Dichtematrix durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Q(q, p) im Phasenraum beschrieben
werden, diese Zuordnung ist eindeutig. Zudem haben wir bewiesen, dass jede Dichtematrix als
Linearkombination von Projektoren auf reine kohérente Zustdnde geschrieben werden kann. Die
Koeffizienten dieser Linearkombination definieren das P-Symbol. Es handelt sich hierbei um eine
Pseudo-Wahrscheinlichkeitsverteilung, die zwar normiert ist, aber negativ werden kann.

Wir haben den harmonischen Oszillator dann in Kontakt mit einem Wéarmebad der Temperatur
T betrachtet. Um den Einfluss des Warmebads auf die Dynamik des harmonischen Oszillators zu
beschreiben, wurde die hiufig verwendete Lindblad-Gleichung genutzt. Dabei zeigt sich, dass man
diese Dynamik in Differentialgleichungen vom Fokker-Planck-Typ fiir die (Pseudo-)Wahrschein-
lichkeitsverteilungen Q und P iibersetzen kann. Das heifit, das offene Quantensystem kann ohne
Naherungen auf eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung, die einer klassischen dissipativen
Dynamik unterworfen ist, abgebildet werden.

Um ein Gefiihl fir diese klassische Dynamik zu vermitteln, haben wir die Zeitabhangigkeit des
P-Symbols einiger typischer Beispiele explizit berechnet. In den Abbildungen 3.1 bis 3.3 wurden
die Ergebnisse dieser Rechnungen grafisch dargestellt.

Der Hauptaspekt dieser Arbeit war es nun, die Informationsentropie der Wahrscheinlichkeits-
verteilung Q, die sogenannte Wehrl-Entropie S, zu untersuchen. Dabei haben wir zunichst
festgestellt, dass das Quantensystem im klassischen Grenzwert & — 0 auf ein klassisches System
abgebildet wird. Wird dieser Grenzwert ,vorsichtig” ausgefiihrt (siehe Abschnitt 4.2.4), geht die
Wehrl-Entropie dabei in eine klassische Entropie S(°V {iber. Diese klassische Entropie ist thermo-
dynamisch konsistent.

Darunter ist hier Folgendes zu verstehen: Fiir alle Zeiten ¢t > 0 gilt

(Sgcl) i nged)> >0,

wobei St(med) die Entropie des Warmebades ist. Das heifit, es gilt der zweite Hauptsatz der Ther-
modynamik.
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KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG

Bei einer voll quantenmechanischer Rechnung haben wir aber gesehen, dass in bestimmten Féllen
eine Verletzung des zweiten Hauptsatzes moglich ist, also dass (S’t(w) + S’t(med)) negativ wird.

Dafiir gibt es zwei mogliche Erklarungen:

Die eine ist, dass die Wehrl-Entropie eben thermodynamisch inkonsistent ist. Das kdnnte darin
begriindet sein, dass man im quantenmechanischen Phasenraum generell keine Entropien von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen definieren sollte, da nach der Unschérferelation von Heisenberg
die grundlegenden Ereignisse des Wahrscheinlichkeitsraums (,, Teilchen befindet sich am Ort (¢, p)*)
nicht unabhéngig sind.

Auch moglich wire es aber, dass wir die Entropieproduktion im Warmebad falsch identifiziert
haben: Wenn wir dem Warmebad eine bestimmte effektive Temperatur 7 (siehe Gleichungen
(4.38) und (4.39)) geben, dann haben wir gesehen, dass die Wehrl-Entropie dadurch thermodyna-

misch konsistent wird (d.h. (S't(w) + S't(med’eff)> > 0). Diese effektive Temperatur 7% ist immer

grofler als die tatsdchliche Temperatur T', die Temperaturen sind nur im Grenzfall A — 0 asym-
ptotisch gleich.

Wir haben zudem untersucht, was bei dem Versuch passiert, fiir die Definition der Wehrl-Entropie
das P-Symbol anstelle des Q-Symbols zu verwenden. Es hat sich gezeigt, dass es dann moglich ist,
das Quantensystem mit Hilfe von stochastischer Thermodynamik zu untersuchen. Die stochasti-
sche Thermodynamik versucht, thermodynamische Gréflen nicht nur auf Ensembleebene sondern
auch fiir einzelne Realisierungen zu definieren. Im ihrem Rahmen ist es beispielsweise fiir kolloida-
le Systeme moglich, den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik durch ein sogenanntes integrales
Fluktuationstheorem zu prézisieren.

Das Ergebnis der Untersuchung an dem harmonischen Oszillator im Warmebad war, dass es
auch hier die Moglichkeit gibt, ein solches integrales Fluktuationstheorem aufzustellen. In dem
Fall, dass P nicht negativ ist, folgt aus diesem Fluktuationstheorem, dass auch diese Entropie-
definition durch eine andere effektive Badtemperatur 77 (siehe Gleichungen (4.45) und (4.46))
thermodynamisch konsistent wird. Diese neue effektive Badtemperatur T(P-¢ ist immer kleiner
als die tatsachliche Temperatur T, fiir A — 0 sind aber auch diese Temperaturen asymptotisch
gleich.

Falls P aber partiell negativ ist, garantiert nicht einmal mehr eine effektive Badtemperatur die
thermodynamische Konsistenz. Wir schlieflen also, dass es eher ungiinstig ist, eine solche Definition
fiir die Systementropie zu verwenden.

Schliefllich stellte sich die Frage, ob sich die am harmonischen Oszillator gefundenen Ergebnisse auf
weitere offene Quantensysteme verallgemeinern lassen. Wir haben gesehen, dass das Konzept der
generalisierten kohérenten Zustédnde von Perelomov und Gilmore dabei helfen kénnte, eine groflere
Klasse von Systemen zu untersuchen. Ob es auch fiir andere offene Quantensysteme eine Verletzung
des zweiten Hauptsatzes und eine effektive Badtemperatur gibt, bleibt aber als spannende Frage
flir zukiinftige Arbeiten offen.
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Anhang A

Rechnungen und Beweise

A.1 Existenz eines P-Symbols

Um ein Kriterium angeben zu kénnen, wann P in welchem Sinn existiert, betrachten wir die
Funktion

et (8, 87) = e O(8, 87) (A1)

wobei Q(8, 3%) 1= Fa—s[Q(a, a*)](83,3*) die in Gleichung (B.1) definierte Fouriertransformation
des Q-Symbols bezeichnet. Es ist moglich, Q zu fouriertransformieren, da nach Gleichung (2.27)
Q € LY(R?) ist.

Satz A.1. Sei p ein Operator der Spurklasse (der nicht zwingend positiv definit, also nicht zwin-
gend eine Dichtematriz sein muss®).

(a) Auch wenn p keine Dichtematriz ist, ist Q (definiert nach Gleichung (2.26)) in L'(R?) und
somit sind Q und for definiert.

(b) Falls ferir € L*(R?) ist, existiert ein P-Symbol P € L*(R?) mit

p= [ Pla.a)jalal 22

(siehe Gleichung (2.28)).

P kann explizit berechnet werden als inverse Fouriertransformation von fe. (wie in Gleichung
(B.2) definiert), das heifst

2
Pla.a’) = [ fulo )L (42)

(c) Ohne Einschrinkungen an f..i gibt es eine Folge von Funktionen Py, € L?(R?) (k € N) sodass

d2
p= lim /Pk(a, o) a)(al 70‘ . (A.3)

Hier wird nur gezeigt werden, dass dies im Sinne der schwachen Operatorkonvergenz gilt. Die
Aussage bleibt aber wahr fir Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm und sogar beztglich
der Hilbert-Schmidt-Norm [6].

Fiir noch stirkere Aussagen muss nun erlaubt werden, dass P eine Distribution ist. Zur Definition
der verwendeten Rdume siehe Abschnitt B.2.

(d) Ohne Einschrinkungen an fery gibt es ein P € E', das Gleichung (2.28) erfiillt. Dieses ist
wiederum die inverse Fouriertransformierte von f..+ € E'.

1 In dieser Arbeit wird die Aussage zwar nur noch fiir Operatoren p benétigt, die Dichtematrizen sind. Die
allgemeinere Aussage erschwert den Beweis aber nicht wesentlich, und zeigt — wie auch die Berechnung der Spur
nach Gleichung (2.23) — die allgemeinere Verwendbarkeit des hier vorgestellten Formalismus.
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Gleichung (2.28) muss dann symbolisch verstanden werden: Die Matrizelemente des Operators
auf der rechten Seite in Anzahlzustinden |n), |m) sind durch die Anwendung der Distribution
P auf die Funktion (a1,a2) — (n| ) (a| m) gegeben. Diese Funktion ist wegen Gleichung
(2.11b) Element von E.

(e) Falls feris durch ein Polynom beschrinkt ist, ist feri € S'(R?) und damit auch P € S'(R?).

Der im Folgenden vorgestellte Beweis dieses Satzes orientiert sich an dem Beweis von Klauder,
McKenna und Currie in [6]. Das néchste Lemma A.2 enthélt das Ergebnis einer Rechnung, die
dort im Anhang A durchgefiihrt wird und hier nicht wiederholt werden muss.

Lemma A.2. Sei |y) ein kohdrenter Zustand und |¢) ,|x) € H beliebig. Dann ist

Fr—plr] ) (xl W18, 57) = (0] D(B) [0) (x| D(B") |4) - (A.4)

Fiir diese Matrizelemente gilt aufserdem noch die Formel

2

/<X1\ D(B%) [th1) - (2| D(=f") |x2) ? = (xal x2) - (Ya| Y1) - (A.5)

Aussage (a).

Beweis. Wie in (2.22) kann p als Schmidt-Reihe Z;}; p; 1Y) (x| geschrieben werden. Setzt man
das in die Definition (2.26) von Q ein, sieht man

Q(y ij (1 95) (il ) Zpgwy (LYY (A.6)

j=1 j=1

wobei wie immer ¥ (y,7*) = (7| ¢¥) ist.
Nach Gleichung (2.21) sind die Funktionen 9;(-,-) und x;(,-) L?(R?)-integrierbar mit Norm
1, demnach koénnen die Terme in der Reihe mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abgeschéitzt

werden:
o

121 L1 (r2y < Z pi |15, HLz(R?)||Xj('v')||L2(R2) :ij < 00. N

= j=1

Nebenrechnung.

Zuniichst soll Q(3, 3*) = F,_5[Q(v,7")](8, 5*) berechnet werden. Der Beweis von Aussage (a) hat
gezeigt, dass in Gleichung (A.6) die Reihe der L' (R?)-Normen der Summanden absolut konvergiert.
Nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz [22, Thm. 1.16] kann man also die Integrale der
Fouriertransformation mit den Reihen vertauschen.

Verwendet man Lemma A.2 fiir die einzelnen Summanden ergibt sich

QB ij Y-l ) Ol 9108, 87) ij {Q1D(8)10) (sl DB 1)
=1 e e

und folglich ist

Ferit (B, 8%) = P72 57 s (| D(B*) ) (A7)

j=1
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A.1. EXISTENZ EINES P-SYMBOLS

Aussage (b).

Beweis. Nach Voraussetzung kann P(«, o*) € L?(R?) definiert werden und es muss gezeigt werden,
dass [P(a, o) (n| a) (] m) dZTO‘ = (n| p|m) ist. Der Satz von Parseval (Gleichung (B.4)) besagt

2
[Py (oml o ol S = [ o, Fuslied ) ol 5,5 2 ()
= [0 bl D ) el D 2 g

In der zweiten Zeile wurden Gleichungen (A.7) und (A.4) ausgenutzt.

Da D(a) unitér ist, ist offenbar |(x;| D(8*)|¥;)| < 1. Zudem kann man sich leicht davon
tiberzeugen, dass [ |(n| D(—8*)|m)]| ‘1275 endlich ist. Somit konvergiert in (A.9) die Reihe tiber die
L'(R?)-Normen und kann mit den Integralen vertauscht werden. Wegen Gleichung (A.5) haben
wir dann aber

[ Plaa) (ol o) tal m =305 (0 0 x5 ) = ) O

Aussage (c).

Beweis. Sei Qi = {(B1,32) € R? | |B1] < k,|B2| < k} das Quadrat mit Kantenléinge 2k. Definiere
dann einfach

ﬁk(ﬂa ﬁ*) = fcrit(ﬂa ﬂ*) : 1ﬂk ’ (A]-O)

wobei 1g, = 1 genau dann wenn 3 € €. .
Als kompakt getragene stetige Funktionen sind die Py, sicherlich L?(R?)-integrierbar, demnach
gibt es jeweils eine inverse Fouriertransformierte Py. Analog zum Beweis von Aussage (b) ist

hm /Pkaa) (n| a) (a >dﬂ- = hm /ij (x;| D(B*) |;) (n| D(=B%) Im) —

ijl

:/ZPJ (31 D(BY) [4h5) (n] D(=F7) [m)

d?s
i
s
s

= (nfplm) ,

wobei die Ausfithrung des Grenzwertes durch den Satz von der majorisierten Konvergenz moglich
gemacht wird. O

Aussage (d).

Beweis. Da Gleichung (A.8) nach Definition der Fouriertransformation fiir Distributionen (B.8)
weiterhin gilt und der restliche Beweis ohnehin wortwortlich iibernommen werden kann, ist nur zu
zeigen, dass das so definierte P ein Element von E’ ist. Dafiir muss nach Definition gezeigt werden,
dass fair € E' ist, also dass das Integral [ fe(3, 3%) - e~ 1B=B"7 (3, ﬁ*)d%ﬁ fiir jedes Polynom
2(8,8*) und jedes B’ € C existiert.

Nach Gleichung (A.7) ist

Ferie (B, 57”197 2(3, %) = el 1727155 (3, %) Z 0G| D(B™) [W5) -

Die Summe ist beziiglich 3 gleichméfBig beschrénkt (da |(x;| D(8*)|¥;)| < 1 ist, siehe oben) und
damit ist diese Funktion integrierbar. O
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A.2 Zeitentwicklung von PuP)

Betrachte wieder das P-Symbol aus Beispiel 5 (Abschnitt 2.4). Es lautet

2_1 0/2 712 ol — ! o —3’
P§(B,5) = 2m el 3 (o P+181%) -cos( 2% 83, — 12[313,82> 5B —+)

(siehe Gleichung (2.53)). Davon soll nun die Zeitentwicklung nach Gleichungen (3.11) und (3.9)
berechnet werden, d.h.

_ Aa—iwt—vt/2|27 32
,Pt(2)(047a*) :M/,PéQ)(ﬁ’ﬁ*) - exp |:_|Oé ﬁe Y ‘ :| M )

AOét

™

Integration. Die Ableitungen werden partiell integriert. Da cos(9; — 02) = cos(0;) cos(d2) —
sin(0; ) sin(d2) gilt, sieht man, dass durch das partielle Integrieren kein Vorzeichen geéndert wird.
Somit kann das Integral ausgefithrt werden. Fasst man sdmtliche Vorfaktoren zur Konstanten

Ci = 2N, o3 (IAIP+]B[?) (A.11)

zusammen und definiert auflerdem die auftretende Exponentialfunktion als

_ A a—iwt—2t)2
Gu(00":B,6°) = exp (W azpre * ) , (A12)
so ist das Ergebnis der Integration
1l
PP (a,a*) = C; - cos (0‘2 g, @ ﬁla@ (a3 8, 57) :
B=v"
.a'—p

Definiert man (wie auch in Abschnitt 3.4 erwdhnt) £ := —i%5 *, kann man den Cosinus einfacher

schreiben als cos (k0g + £*03+).

Berechnung der Ableitungen. Nun muss dieser Cosinus in Reihendarstellung ausgeschrieben
werden:

* (—1)F & fok
P (a,a%) = Z ,Z( ) K4 (57) P 00 Gilev, 03 . 57)

= Y B=~"

Um den *-Term zu berechnen, werden weitere Definitionen eingefiihrt. Seien

o iwt— It — B*- etHwt— It
fe(a™;8%) == 3" + ( A ) und
Qi
) 5 . 5 (A.13)
. o elwt—gt (O[ _ ﬂ . e—lwt—ft)
ft (a7ﬂ) *64’ Aat )

denn dann ist 930, (c, 0% B, 8%) = fi(a*; ) - Gala,a*; B, 8%) und 93-Gyla, 0" B, %) = f7 (03 B) -
Gi(a, a*; 8, 5%). Somit ist

=05 [ (; )~ - Gu(, 071 8, 87)]

L

Z( )aﬁft B (0, B) G, a5, )

=0

Mit der letzten Definition
et

AOét
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A.3. LIMES VON WEHRL- UND VON-NEUMANN-ENTROPIE

ist 95" £ (o3 B)2k—t = % gl £ (o B)?F=E7™ fiir m < 2k—/£. Da alle Ableitungen ausgefiihrt
sind, wird nun 3 = v’ gesetzt. Dann ist

[} 2k ok min{¢,2k—0} ¢
PP —a Y Y ()Rt () i e (R G
k=0 £=0 m=0

Ergebnis. Durch geschickte Anderungen der Summationsreihenfolgen ist es mdglich, all diese
Summen explizit zu berechnen. Das Ergebnis lautet

PO (o, ) = C; - e 19t cos [k fi(a, (7)) + K fi (7)) - Gole, @54/, (F)F) . (A.15)

A.3 Limes von Wehrl- und von-Neumann-Entropie

Wir wollen zeigen, dass Wehrl- und von-Neumann-Entropie im Grenzwert i — 0 asymptotisch
gleich sind.? Der Beweis beruht auf den folgenden zwei Lemmata:

Lemma A.3. Seien AV, A®) .. A(™) Operatoren mit wohldefinierten Grenzwerten limp_o A®
und sei Q¥ (q,p) = (q,p| A® |q,p). Dann gilt

lim (g.p| 414z~ Ay |g,p) = lim 9™(q,p)- Q™ (q,p)--- Q™ (q,p) . (A.16)

Beweis (nach [65]). Sei oBdA n = 2. Es gilt

dgdp
(@:pl VA 0.5) = [ (ol A I )0 9| AP fg.p) TF
N / (0,2l AV |, p) (@01 A |9,p) [apl ¢ P dgdp
(¢,pl ¢, p") (¢.r'| 4,p) 2rh
o\ |2
Das Matrixelement (q,p| ¢’,p’) ist aus Gleichung (2.19) bekannt, der Ausdruck [ar|a 2"

ist
bekanntlich fiir 4 — 0 eine Dirac-Folge. Demnach kann das Integral im Grenzwert i — 0 leicht
gelost werden:

AM A®)
lim (0.0 AV A® Jg,p) = lim (¢.p A" lg,p) (a,p|A™ |g,p)

-0 {(q,p| ¢,p) (a,pl 4,p)
= lim oW (q,p)- 9@(q,p) . O

Lemma A.4. Sei p eine Dichtematrixz. Dann ist

(el plp— 1) )| < 7 - (A.17)

x| =

Beweis. Seien E das Spektralmaf} zu p und p, = (a| F |a) das zugehorige reelle MaB. Aufgrund
der Eigenschaften von p sind beide nur auf [0, 1] getragen. Nach dem Funktionalkalkiil ist

leto =1 1)]I* = | o~ 1 dpa
[0,1]

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Funktion z ~ z%(z — 1)%* auf [0, 1] ihr Maximum bei
To = % annimmt, deshalb ist

b < L (1k 2’“/ 1
ot = 04101 < 35 () JRLTES 2 -

<1 1

2 An dieser Stelle wird der (im Haupttext erst spiter behandelte) Fakt, dass man den Grenzwert der Wehrl-
Entropie auch so durchfiithren kann, dass er nicht divergiert, noch nicht beachtet.
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Damit kénnen wir nun die asymptotische Gleichheit der Entropien beweisen. Da SN =

—k [{a|plnp o) & Lo ypd §W) = —k [ Q(a,a*) - In Q(a, a*)dz—a ist, geniigt es zu zeigen, dass

s

%ii%{((ﬂ plnpla) — Ola,a”) - In Q(a, ™)} =0 (A.18)

gilt. Fiir z € [0, 2] kann die Funktion  — —z - Inx durch die Reihe

> &

k=1

)kx(x — 1)k

dargestellt werden. Da Q(«a,a*) € [0,1] und o(p) C [0,1] sind, kann in der linken Seite von
Gleichung (A.18) diese Entwicklung zweimal eingesetzt werden, dort steht dann

ok
im > C 100,07 (000 0%) = 1)~ (ol p(p~ 1)F o)}

Nach Lemma A.4 kann der Betrag des Terms in geschweiften Klammern unabhéngig von A durch
% abgeschitzt werden. Da die Reihe {iber k% konvergiert, kann der Grenzwert nach dem Satz iber
die majorisierte Konvergenz in die Reihe gezogen werden. Nach Lemma A.3 ist der Grenzwert
limy_.g des Terms in geschweiften Klammern aber 0, demnach ist der gesamte Ausdruck 0. O

A.4 Zweiter Term in der Anderung der Systementropie

Hier soll zunéchst gezeigt werden, dass

(d)
. Jp ' Fp \ dgdp  (sys
/<Jéd)Fq+ P p) - _EY) (A.19)

gilt (siehe Gleichung (4.37)).

Dafiir werden zuerst die Definitionen (4.35) fiir ](d) und j( )

eingesetzt:

(d)
( )

Q.

<F2+ Fy )—D(Fa + F,0,)
|ty 22 qYq pYp

Im ersten Term werden die Definition von p aus Gleichung (4.27) und die Definitionen von F, und
F, aus Gleichung (4.28) eingesetzt. Damit ist das Integral des ersten Terms gleich

2
mw 2 P2 dqdp
7 / ( g 1 ) Q 2rh
Im Integral iiber den zweiten Term wird partiell integriert; verwendet man dann noch die

Normierung des Q-Symbols (Gleichung (2.27)), erhélt man

dqdp

D/@F —I—BF)Qt ——2me2:—'th(N+1).
—_————

—2mw?

Insgesamt ist

( 2
dgd mw dgd
() P _ ok mw” 2 PT ) 59499
/< F,+ m2w2> s v (N+1)+7/(2q+2m)92h (A.20)

dies ist gleich —E.t(sys) (siehe Gleichungen (4.2) und (4.4)).
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A5. PFADGEWICHTE

Bei Verwendung des P-Symbols

J(Pd)
In Abschnitt 4.6 taucht wieder nahezu derselbe Ausdruck auf: [ jép’d)Fq + % %. Man
sieht sofort, dass die Rechnung analog durchgefithrt werden kann mit dem Ergebnis
(P,d) 2 2
F, \ dgd mw dgd
Pap Jp Fp\dgdp / 2, DP° qdp A9l
/(‘7‘1 at m2w2>27rh YW+ 5 € o ) P o (A-21)

Dies ist aber das selbe Ergebnis wie in der obigen Rechnung, was man sieht, wenn man die
Faltung (2.35) fiir Q in Gleichung (A.19) einsetzt. Demnach ist auch in diesem Fall das Integral

gleich —Egsys) .

Im klassischen Grenzfall

-(cl,d)
Auch in Abschnitt 4.4 haben wir den Ausdruck f < jéol’d)Fq + 2 §P> d;(—d;. Das ist aber offenbar

mew

m2w?2 2mh

()
der Grenzwert von f (j,gd)Fq + M’) dadp 51 i — 0. Da die Energie im zugeordneten klassischen

System Et(d) gerade der Grenzwert limy_. Et(sys) ist, folgt

.(cl,d)

(el d Jp Fp\dgdp e
/(ﬁ ”“‘m%z>mm—& (A.22)

A.5 Pfadgewichte

Die Rechnung kann im Grofien und Ganzen analog zur Rechnung fiir die eindimensionale Langevin-
Gleichung in [49, Anhang A] durchgefithrt werden. Zunéchst muss die Zeit diskretisiert werden, es
werden nur noch die Zeitpunkte ¢; := ic fiiri € 0, ..., N betrachtet. Seien ¢; := ¢(¢;) und p; := p(t;)
die entsprechenden Koordinaten im Phasenraum. Die diskretisierten® Langevin-Gleichungen (5.5)
lauten )
(¢ — gi—1) = g (Fy(qi) + Fy(qi-1)) + om (pi +pi-1) +&

9 (A.23)

(¢ + gi1) + mwg; .

M= o=

(s = pic1) = 5 (B (p0) + Fylpica)) = =5

Die Werte &;, & der stochastischen Krifte sind voneinander unabhéngig und jeweils gaufiverteilt
mit (¢,¢;) = 2D %2 d.h,
N N
zﬂm&m—géﬁ0~m%1§m2@+@ﬁ~ (A.24)

Die Gleichungen in (A.23) kénnen als Koordinatentransformation zwischen den Variablen {¢;},
{&/} und den Variablen {g; | ¢ > 1}, {p; | ¢ > 1} verstanden werden. Demnach ist

p(Ql» e dNy Py 7pN|q0ap0) = det(‘]) : p({gz}a {67{}) (A25)
mit der Jacobi-Matrix J. Diese hat folgende Eintréage:
LSR@) 0 0 0 0
1 E / emw @Fp(pl) 1 MO 1 O1 0 0
J = _g_qu(QQ) L T g—gfq((&) T 0 0
2 T emw Q:LwFill(pz) 2 emw 27l7};wFP(p2) 0 0
0 0 '

3 Zur Diskretisierung wird der zentrale Differenzenquotient verwendet, also das Stratonovich-Kalkiil.
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(die Spalten entsprechen den Variablen ¢, p1, g2, p2 usw. und die Zeilen entsprechen den Ablei-
tungen nach &1, &}, &, & usw.). Durch die Blockform kann die Determinante der Matrix einfach
berechnet werden, sie ist

det () = ﬁ = (E-hmw) (2-5m00) + 4]

Durch Einsetzen der Definitionen von F, und F, aus Gleichung (4.28) wird dies zu

N 1 1 pmw? 2 w 1 N wmw? 2 mw?
det(J) = — | - —| = . 1 o 2
et(J) H [mw (5 + 2 ) - 4m] (mw62> H < te 2 > e 4 ]

=1 i=1

N N 2 9 4 2
1 9 9 HEMAW™ + mw
= (mwsz) - exp lg In (1+5umw +¢ — 1 )]

i=1

N
1 2 2
= <mw€2) -exp [Ne - pmw® + O(Ne?)] .
Dieser Ausdruck wird nun zusammen mit Gleichung (A.24) in Gleichung (A.25) eingesetzt.

Der auftretende divergierende Faktor (—5mm52) N wird in die Definition des MaBes Dig(1),p(7)]
einbezogen und demnach im Folgenden weggelassen. Somit resultiert

N
e
p(q1,- 9N, D1, - - -, DN|G0, Po) = €XD le - pmw? — D@ Z (512 + (52)2) + O(Ne?) (A.26)
i=1

Um das Pfadgewicht zu erhalten, werden & und &, noch durch Gleichung (A.23) durch ¢; und
p; ausgedriickt,

2 2
qi — qi—1 1 1 Pi — Pic1
&+ &)= (E — puFy(q:i) — mpz‘) + - ( L . — — uFy(pi) + mw2qi) , (A.27)

und schliellich der Grenziibergang N — oo, ¢ — 0, Ne = t = const durchgefiihrt. Das Pfadgewicht
lautet

plq(7),p(7)lq0, Po] = exp [~ Alg(7), p(T)]] (A.28)

mit der Wirkung

1 [t/ 1 I
Ala(r),p(7)] = 5 /0 1 ((q —pFy = —p)’ 4 5 (b~ By + mwQQ)2> —uDPImuw? dr .
(A.29)

A.6 Konditionierte Mittelwerte

Hier soll Gleichung (5.13) bewiesen werden, wir werden beispielhaft

(dlgp7)-Prlg,p) =i

zeigen. Dafiir muss die Ableitung diskretisiert werden, es ist wichtig, dass die Diskretisierung nach
Stratonovich durchgefiithrt wird. Wir schreiben ¢; := q(7 + i€) und p; := p(7 + i€) und By fiir die
Bedingung go = ¢ und py = p:

G lqpr) = lim =01 B0) o {0 —a-1 | Bo)
€

=0 2 e—0 2¢ (A-30)

o7



A.6. KONDITIONIERTE MITTELWERTE

Term 1: Anfangspunktkonditionierung. Der erste Term kann problemlos berechnet werden:
Seien Af := ¢ — qo und A} := p; — po, der konditionierte Mittelwert ergibt sich dann aus dem
Integral

dAF dAS
47 D(P)mws ’
wobei wir in diesem Abschnitt Wahrscheinlichkeiten mit P bezeichnen, um Verwechslungen mit der
Variable p zu vermeiden. Die Wahrscheinlickeit P(Ag‘, A;HBO) konnen wir aber aus Gleichungen
(A.26) und (A.27) ablesen, denn offenbar ist

P(AS,AF|By) = P(g+ AF,p+ A g, p)
(die Funktion P auf der rechten Seite bezeichnet das diskretisierte Pfadgewicht aus Gleichung
(A.26)).
Damit ist klar, wie der Integrand lautet; nach der Berechnung einiger Gauf-Integrale erhalten
wir das Ergebnis
(AF | Bo) p

) m 1/p
| :7_72:7(7 F) A.31
T 2 om Mg 1= 5, THE (A-31)

(AT | Bo) = /A+P 5 AN By ——L P

Term 2: Endpunktkonditionierung. Seien zunéchst A, :=¢p—¢-1 und A, :=py—p_1 Im
zweiten Term ist damit das Integral

dA dA*
q|BO ‘//A PAqu |BO)4D(me€
zu berechnen.

Das ist aber nicht so einfach wie beim ersten Term, da das Pfadgewicht aus Gleichung (A.26)
nur eine Berechnung der Wahrscheinlichkeit bei Anfangspunktkonditionierung erlaubt. Wir behel-
fen uns mit dem Satz von Bayes:

'Pffe(q - At;vp - A;)
P-(q,p)

P(A;, A, |By) = P(BolA; ;) - (A.32)

Die GréBe P(By|A,, A, ) konnen wir berechnen, da
P(Bo|A;,A)) = Plg,plg — Ay ,p—A,)

ist (die Funktion P auf der rechten Seite ist erneut das diskretisierte Pfadgewicht aus Gleichung
(A.26)). Den Bruch aus Gleichung (A.32) konnen wir fiir kleine ¢ entwickeln:

Pr_c(q— A;ap - A;) N
P-(q,p)

Der gesuchte bedingte Mittelwert kann also wie folgt ausgerechnet werden:

dA dA_
| Bo) //A (BolA;, A;) 220 C2n

1—A;9;InP(q,p) — A, 9, InP(q,p) -

4D 7’)mwa
_, dA;dA;
—alanp// P(BolAgs 8p) i m @y,
o _ o, dA S dAS
~o,mPlap) [[ 8,8, PBIA, AP

wobei die Bedingung ¢_; = ¢ und p_; = p mit B abgekiirzt wurde.

Eine explizite Rechnung zeigt: Das Integral in der dritten Zeile verschwindet fiir ¢ — 0, das
Integral aus der ersten Zeile ist bereits von Term 1 bekannt Das Integral in der zweiten Zeile
liefert aber einen wichtigen zusétzlichen Beitrag von —D(P 8 In P, insgesamt ist

(A7 [ Bo) 1

T e B B VA O _p®
lim “—1" 2(m+qu) D3, 1nP(q,p) . (A.33)

Setzen wir Gleichungen (A.31) und (A.33) zusammen, haben wir die gewlinschte Aussage gezeigt.
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Anhang B

Notationen und Definitionen

B.1 Fouriertransformation einer komplexen Variablen

Sei f(a,a*) eine Funktion einer komplexen Variablen. Die Fouriertransformation in die transfor-
mierte Variable 8 wird bezeichnet mit F,_.3. Nach Konvention (siche zum Beispiel [6,7]) ist sie
definiert als

* . S . dPa
faaﬁ[f(a;a )](Baﬁ )::/eaﬁ aﬂf(aaa )7
7r
£ (B.1)
_ /6721a1ﬁ2+21a2’61f(04 Oé*)ia )
’ T
Die entsprechende Riicktransformation fﬁ_ia einer Funktion ¢(3, 5*) lautet dann
—1 * * *ﬁ—aﬁ* * d26
f[}—m[g(ﬁ>5 )](ava ): € 9(675 )T
25 (B.2)
:/621a1ﬁ2721a2ﬁ1g(ﬂ7ﬁ*)77
mit dieser Definition gilt natiirlich
Fot o [FamplF (0B, 87)] (@) = f(a,a”) . (B.3)

Nach [22, Thm. IX.6] ist dies eine unitire Abbildung von L?*(R?) nach L?(R?). Das heifit
insbesondere, dass der Satz von Parseval

‘1275 (B.4)

[ faar) glaan S0 = [ Fusplf(@,a))(B.07) - Famlolaat)8,6°"
gilt.

B.2 Distributionsraume

Zu jedem geeigneten Raum von Testfunktionen D gibt es einen Distributionenraum D’, der der
Dualraum von D ist (fiir Details siche z.B. [28]). D ist kanonisch in D’ eingebettet, zu jedem
f € D gibt es ein ¢y € D', das wie folgt wirkt:

or(g) = / f@)g@)dz (g€ D).

Deshalb verwendet man tiblicherweise fir alle ¢ € D’ die symbolische Notation
o= [egl@)ds  (geD).
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B.3. POSITIVITAT UND VOLLSTANDIGE POSITIVITAT

Temperierte Distributionen

Verwendet man den Schwartz-Raum S(R"™) als Testfunktionenraum, erhélt man den Raum der
temperierten Distributionen S’(R™) als Distributionenraum. Dieser erlaubt (unter anderem) fol-
gende Operationen:

e Translation um einen Vektor £ € R™: Sei ¢ € S'(R™) und g € S(R™). Dann ist
[ota -9t doi= [ elalgta+ s (8.5)
e Multiplikation mit einer Funktion f € C§°: Sei ¢ € §'(R™) und g € S(R™). Dann ist
e D@lg@rds = [ o) (@)@ do (B.6)
e Beliebige Ableitung: Sei k € N ein Multiindex, ¢ € 8'(R™) und g € S(R™). Dann ist
[ @) gw)dr = (04 [ o(a) (2kg(w) (B.7)

e Da die Fouriertransformation F : S(R") — S(R™) bijektiv ist, ist es moglich, auch die
Fouriertransformation einer Distribution ¢ € §’(R™) zu bilden, ndmlich iiber

[ F@s@dr = [e@Fal@ds (e SEY). (B3

Der Raum F'

Betrachte nun folgenden Raum von Testfunktionen:

E = span{(a,a*) — z(a,a*) - e 11" | o/ € C, z Polynom} (B.9)

als Teilraum von S(R?).

Den zugehérigen Distributionenraum nennen wir E', offenbar ist S’(R?) C E’. Fiir solche
Distributionen konnen wie oben Translationen und beliebige Ableitungen definiert werden. Eine
Multiplikation mit beliebigen C§°-Funktionen ist nicht mehr méglich, aber immer noch eine Mul-
tiplikation mit einem Polynom. Schliellich kann auch auf E’ eine Fouriertransformation wie in
Gleichung (B.8) definiert werden, da F(E) C E und F~!(E) C E ist, und somit die Einschrinkung
von F auf E wieder bijektiv.

B.3 Positivitat und vollstindige Positivitat
Positivitat

Bei der Definition einer quantendynamischen Halbgruppe (U;),-, (sieche Abschnitt 3.1) konnte
man zunichst versuchen, nur folgendes Axiom, die Positivitét, zu fordern:

p > 0 = thO : Utp >0. (BlO)

Dies ist aber nicht ausreichend: Eine sinnvolle Definition einer quantendynamischen Halbgruppe
sollte mit dem Tensorprodukt vertréglich sein, d.h. wenn (Uy),~, und (V;),~, quantendynamische
Halbgruppen sind, sollte auch (U; ® V;),~, eine solche sein.

Das Tensorprodukt von zwei positiven Operatoren ist aber im Allgemeinen nicht wieder positiv
(siehe [64]): Betrachte den Operator U : R?*2 — R2*2 mit

U <‘CL Z) = <_dc _ab) . (B.11)
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ANHANG B. NOTATIONEN UND DEFINITIONEN

Dieser ist positiv, denn eine einfache Rechnung zeigt

o (0 ) Qe (D () o

das heiit, wenn A € R2*? nicht negativ ist, ist auch UA nicht negativ. Betrachte auBerdem die
Identitit Fy : R?*2 — R2*2 mit Ey A = A, diese ist offensichtlich auch positiv. Man kann nun die
Wirkung von Es ® U auf 4 x 4-Matrizen berechnen: Seien A, B, C, D € R?*?, dann ist

(B> @ U) (é g) _ <gé gg) . (B.13)

Wie man leicht sieht, ist die Matrix

1 0 0 1
0 0 0O
M := 00 0 0 (B.14)
1 0 0 1
nicht negativ, die Matrix
0 0 0 -1
0 1 0 O
(Bo@U)M = 0 01 o0 (B.15)
-1 0 0 O

besitzt aber den Eigenwert —1. Demnach ist F» ® U nicht positiv, obwohl Es und U positiv sind.

Vollstandige Positivitat

Aus diesem Grund wird an eine quantendynamische Halbgruppe (Uy),~, eine starkere Vorausset-
zung gestellt, die vollsténdige Positivitit: Sei E, : R"*™ — R"*" die Identitit. Die Halbgruppe
(Ut),( heiBt vollstéindig positiv genau dann, wenn (E, ® Uy),~ positiv ist fiir jedes n € N.

Vollsténdige Positivitit ist offenbar mit dem Tensorprodukt vertriglich: Seien U®) : R?*" —
R™*™ und U3 : R™*™ — R™*™ vollstindig positive Operatoren, dann ist UM) @ U?) = (UM @
En)(E, ® U®) wieder vollstindig positiv.

B.4 Glossar mit verwendeten Symbolen

a, af Leiteroperatoren (Gleichung (2.2))
A Eine Wirkung
« Komplexe Zahl, iiblicherweise mit Realteil a1 =: /%57 ¢
und Imaginérteil ap =: \/25% (Gleichung (2.7))
|a) Kohérenter Zustand, a |a) = a|a) (Gleichungen (2.10), (2.11), (2.12))
b Breite einer Gaufunktion
Inverse Temperatur ,%T
pef) Effektive Badtemperatur (Gleichung (4.38) bzw. (4.45))

C>*(R™)  Raum der unendlichfach differenzierbaren Funktionen f :R" — C
C§°(R™)  Raum der Funktionen f € C°°(R") mit kompaktem Triger
D, DO Effektive Diffusionskonstanten (Gleichungen (4.34), (4.27), (4.42))
D(a) Verschiebungsoperator (Gleichung (2.8), siche auch Abschnitt 6.1)
Dlz(7)] Integrationsmaf} im Pfadintegral
(Symbolische Schreibweise fiir den Grenzwert von unendlich vielen Integralen)
8, 6 Delta-Distribution, n-dimensionale Delta-Distribution
Aa(t) Zeitabhangige Breite der Greenschen Funktion von (3.3) (Gleichung (3.10))
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B.4. GLOSSAR MIT VERWENDETEN SYMBOLEN

o)

Fiiraflas P-Symbol giinstiger Raum von Testfunktionen (Gleichung (B.9))
Entsprechender Distributionenraum

(Mittlere) Energie im System

Effektive Krifte (Gleichung (4.28))

Fouriertransformation des P-Symbols (Gleichung (A.1))
Fouriertransformation (Gleichung (B.1))

Dynamische Lie-Gruppe eines Systems und ihre Lie-Algebra

Stérke der Kopplung des Systems an das Warmebad

Hamiltonoperator (Gleichung (2.3))

Der Hilbertraum des harmonischen Oszillators mit Skalarprodukt (-] -)
Hilbertraum eines Spin-j-Systems

Heisenberg-Weyl-Gruppe bzw. Heisenberg-Weyl-Algebra (Abschnitt 6.1)
Reduziertes Plancksches Wirkungsquantum

Drehimpulsoperatoren

SU(2) kohérente Zusténde

Wahrscheinlichkeitsstrome (Gleichung (4.35))
Wahrscheinlichkeitsstrome (Gleichung (4.29))

Wahrscheinlichkeitsstrome (Gleichung (4.43))

Boltzmann-Konstante

Maximale Isotropie-Untergruppe von G

Positive Groflen, im klassischen Fall: Gesamtentropieproduktion

Raum der Funktionen f : R™ — C, fiir die |||} := [[f(z)[? A"z endlich ist
Masse des Teilchens im harmonischen Oszillator

Effektive Mobilitét (Gleichung (4.27))

In Abschnitt 6.1: Mafl auf dem Quotientenraum G/K

= 1/(e"8 —1)

Natiirliche Zahlen inklusive Null

:= 1/Aa(t), Normierungskonstante (Gleichung (3.6))

Anzahlzustand, a'a |n) = n |n)

Landau-Symbole

Pfadgewicht im Pfadintegral

Impulsoperator

Glauber-P-Funktion (Gleichung (2.28))

Ausgangsvektor fiir die Konstruktion der generalisierten kohérenten Zusténde
Ortsoperator

Infinitesimale Menge an Wérme, die von dem System abgegeben wird
Husimi- Q-Funktion (Gleichung (2.26))

R-Grofle, definiert in Gleichung (5.7)

Dichtematrix, positiv definiter Spurklasse-Operator mit trp =1

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte

Quantenmechanische Korrekturen erster Ordnung zu p(°V (Gleichung (4.21))
Wahrscheinlichkeitsdichte des zugeordneten klass. Systems (Gleichung (4.16))
Quantenmechanische Korrekturen erster Ordnung zu SV (Gleichung (4.22))
Entropie des zugeordneten klassischen Systems (Gleichung (4.19))

Entropie des Warmebads

Von-Neumann-Entropie des Systems (Gleichung (4.6))

Summe aus Systementropie und Badentropie

Wehrl-Entropie des Systems (Gleichung (4.8))

Der Schwartz-Raum {f € C>(R") | Vk,l € N™ : 2*0L f(z) € L>(R")}

Raum der temperierten Distributionen

Spezielle unitére Gruppe (Abschnitt 6.2)
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ANHANG B. NOTATIONEN UND DEFINITIONEN

su(n) Lie-Algebra zu SU(n)

T Temperatur

tr Spur eines Operators

™ Dekohérenzzeit (Gleichung (3.21))

U(n) Unitéare Gruppe

dw vs) Infinitesimale Menge von an dem System verrichteter Arbeit

w Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators

g ¢ Stochastische Kréfte (siehe Abschnitt 5.1)

Z, z Z: Grofle aus Gleichung (4.40), z: auf Trajektorienebene (Gleichung (5.10))
o Isomorphie
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